5. SYMULACJA USTALONYCH PROCESOW CIEPLNYCH

5.1. ZASADY OGOLNE

Zjawiska cieplne zachodee w stanie ustalonym opisuje rownanie Fourieragiari:
div(k(t)grad(t))+Q =0,

ktére mae by zapisane tew postaci:

0 ot). o ot) o ot
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gdzie:

k«(1), ky(t), k(t) — anizotropowe wspotczynniki przewodzenia ciegdbezne od temperaturty
Q — prdkos¢ generowania ciepta.

Rozwigzanie rownania (5.1) sprowadzae¢ silo zadania poleggjego na poszukiwaniu
minimum takiego funkcjonatu, dla ktérego rownantel] jest réwnaniem Eulera. Wedtug
rachunku wariacyjnego [5, 14, 17] funkcjonat takdlbie miat posté

1 oty o) o)
J= JE[kX(t)(&j +ky(t)(a—y] +kz(t(a] 2QtJdV. (5.2)

Przy zataeniu,ze ki(t) = ky(t) = kAt) = k(t) dla materiatow izotropowych funkcjonat wyea

si¢ jako:
o= (T (AT (A e 69

Funkcjat(x,y,2) musi spetnié okreslone warunki brzegowe na powierzchni rozpatrywanego
obszaru. Maliwe s trzy typy warunkéw brzegowych:

— na powierzchni jest zadana temperatura

— na powierzchni zadany jest strum@eptaq wedtug prawa konwekciji:

ot
(t)( aﬁa +& ] o (=) (5.4)

gdzie:
a,, a,, a, — kosinusy kierunkowe wektora normalnego do paxeieni;

t — temperatura otoczenia;

Qo — WSpOtczynnik konwekcyjnej wymiany ciepta;
— na powierzchni metalu zadany jest strunaeplnyq wedtug prawa wymiany przez
promieniowanie:
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gdzie:
O..q — Wspobtczynnik wymiany ciepta przez promieniowanie

Przy wspolnym dziataniu dwéch ostatnich warunkowzenby¢ uzyte prawo konwekcji:

ot ot ot
k(t)| —a, +—a, +—a, |=a(t-t, (5.6)
()[axax oy 0Zaz] (t-t.)
gdzie:
a — efektywny wspoétczynnik wymiany ciepta, ktéry mma wyznaczy wedtug iteracyjnej
formuty:
a= cxkonw +0rad (t2 +to§)(t +too) . (5-7)

Wyrazenie aft, -t) dotyczy wymiany ciepta z otoczeniem, a wspolczignni jest
przyjmowany odpowiednio do istniglych warunkow. Maliwa jest wymiana ciepta z gazem,
powietrzem lub medium chtodeym na powierzchniach swobodnych.

Bezpdrednie wprowadzenie warunkow brzegowych do funkajor(5.3) nie jest mdiwe.
W praktyce narzucagte warunki poprzez dodanie do funkcjonatu (5.3kica postaci:
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gdzie:

S— powierzchnia, na ktorej zadarevgarunki brzegowe.
W rezultacie otrzymuje si

S CRCIEEE

+£%t t, ds+thds

(5.9)

Dyskretyzacja przedstawionego problemu polega wzipteniu rozpatrywanego obszaru na
elementy i przedstawieniu temperatury wetkn elementu, jako funkcji wargoi weztowych
zgodnie z zakendscia:

tzi:Niti ={N}"{t}- (5.10)

Wprowadzajc zalenos¢ (5.10) do funkcjonatu (5.9) otrzymano:

{z[ﬁ%}%ﬁ+[{%s}}%t}f+({azs}} of Favrap

o=
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(5.11)

Minimalizacja funkcjonatu (5.11) sprowadza sio obliczenia pochodnych gstkowych tego
funkcjonatu wzgédem wartéci weztowych temperatury t}, co w rezultacie prowadzi do
nastpujacego uktadu réwna



% = J (k[ {agzl}} {ag:}}T . {ag’l}} {agr;}}T ) {agl;l}} {ag:}}TJ{t}—Q{N}}dv )
+£ aNY{t) -, [N}ds+ iq{N}dS: 0

Uktad réwna (5.12) zapisany w postaci macierzowej ma gosta
[H]t}+{P}=0. (5.13)
W réwnaniu (5.13) macierzéd] i { P} opisane § nastpujacymi zalenosciami:
[H]z'[k(t) {O{N}HO{N}}T + o{N} | [N} +{6{N}H6{N}}T av +
v 0x 0X oy oy 0z 0z

+ [a{NN}"ds,
s (5.14)

{P}=-[a{N}t.ds-[Q{N}av + [ a{N}ds

(5.15)

W inny sposéb minimalizacja funkcjonatu (5.11) zaoby wykonana przez bezpedni
dobor weztowych wartdci temperatury za pomagednej z istnigjicych metod minimalizaciji.

5.2. WYZNACZANIE USTALONEGO POLA TEMPERATURY W PICIE

Rozpatrzmy proces ustalonego przewodnictwa cieptaragie. Przyp&émy, ze wymiana
ciepta lzdzie odbywata sitylko przez dwa kfce tego pgta (rys. 5.1). Do zamocowanego
konca peta jest doprowadzony strunieieptag. Na wolnym kacu pkta zachodzi wymiana
ciepta przez konwekej Wspotczynnik konwekcyjnej wymiany ciepta jest mw o,
natomiast temperatura otoczenia jest rotwna

Rys. 5.1.Schemat do zadania wyznaczenia pola temperatyeaie

Dlugasc¢ preta rowna jest.. Rozpatrzmy rownanie zaiczkowe Fouriera dla przypadku
jednowymiarowego:
d?



przy warunkach brzegowych:

k$+q =0

dx , gdyx=0; (5.17)
kM s at-t)=0

dx , gdy x=L. (5.18)

Jednostkowy strumie ciepta q jest dodatni, jeeli cieplo jest odprowadzane z ¢fa.
Funkcjonat (5.9) dla rozpatrywanego przypadkwn#zapisaw sposéb nagpujacy:
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Rys. 5.2.Schemat obliczeniowy gia i jego podziat na dwa elementy gkaone

Rozpatrzmy proces minimalizacji funkcjonatu (5.1®ozdzielimy pgt na dwa elementy
skoaczone z wztami 1, 2, 3 (rys. 5.2), ¥ i L® s diugaiciami elementéw. Wéwczas
weztowe wartdci temperaturyty, tp, t3 s niewiadomymi. Temperatura weatrz elementéw
jest zdefiniowana nagtujaco:

t® = NGt + NP, (5.20)
t® = NP, + NS, (5.21)
Xy — X X=X
NO = zl‘_l , N2(1>:TL11, (5.22)
@ _X~X @ XX
N2 —L(E)—, N3 L(Z) . (523)

Rozpatrzono catki funkcjonatu (5.19):

[atds=qt;S, , (5.24)
S
j%(t—tm)2d8=%(t§—2t3tm+t3,), (5.25)
S,

gdzie:

S 1 S — przekroje pgta w weztach 1 i 4.
Obliczono catki ohjtosciowe w funkcjonale (5.19). W tym celu wyznaczonoclpodne
temperatury wzgiddemx:



dt® — (-t +1,)
dx L®

(5.26)

dt® - (-t +15)
dx L@

(5.27)
Uwzgledniajac, ze dv=Sdx i wykorzystujc przeksztatcenie algebraiczne otrzymano:

2
o 2\dx

Og® @c®@
2%02 1) +k2%(t3 —t,)%.

(5.28)

Wspotczynnik przewodzenia ciepla maze by rézny dla kadego elementu. Sumujemy
wzory (5.24, 5.25 i 5.28) i otrzymujemy funkcjon@.19) w postaci funkcji wztowych
wartcici temperatury:

1) (2)
J =C—(t12 -2t +t§)+c—(t22 =2ty +t5) +
2 2
as, (5.29)
aSit, +T(t§ = 2t +12).
W réwnaniu (5.29) wspotczynniki obliczono w spos6b nagtujacy:
SWK®
W —
c™= L(l) !
o SPKO (5.30)
c™= L(Z)

W zwiazku z powyszym mana rozway¢ dwa warianty: minimalizacja bez@ednia funkciji
(5.29) przez dobdér odpowiedniche¢mowych wartdci temperatury lub wykorzystanie
warunku ekstremum funkcji. Ostatnia metoda wymaganiczkowania wzoru (5.29)
wzgledem weztowych zmiennych i przyrownania pochodnych do z&vawvyniku tej operaciji
otrzymamy tyle réwna, ile jest niewiadomych. Zatono, ze SY = §? = S Rozwaono
ukiad rowna:

a_tJ =CO -c,+gS=0

1
2

::TJ =-COt,+ (c<2> +as)[3 -a%, =0
3

Uktad réwna (5.31) mana zapisaw postaci macierzowej:

c® -c® 0 t S
-c® cO®+c®  -c® Ui, l+y 0 =0, (5.32)
0 -C@  CP@+as||ty] |-03,



lub:
[Hd+{P}=0 (5.33)

gdzie:

[H] — macierz wspétczynnikdéw ukiadu rownéb.31);

{P} —wektor prawej cgsci uktadu réwna (5.31).
Nalezy zwréck uwag: na fakt,ze otrzymana macierz wspoétczynnikow uktadu roivjest
symetryczna i pasmowa. Rozpatrzono rezanie tego samego problemu w oparciu o
otrzymane ogolne rozazanie (5.13). Dla rozpatrywanego przypadku wzor§4poraz
(5.15) mana zapisa nastpujaco (dla dowolnego elementu stiaczonego):

[H]= J k{%}{%y dv + £ a{NKN}ds, (5.34)
{P}=- j a{N}t, ds + j a{N}ds. (5.35)

Wektory, wchodzce do rowna (5.34) i (5.35) ména zapis& nastpujaco:
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Wtedy mana otrzymé macierz H] w nastpujacy sposob:
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i po catkowaniu mamy:
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Rys. 5.4.Schemat mngenia macierzy

Zgodnie z regutami pommaenia macierzyA przez macier8B otrzymano maciert, ktorej
elementy mena otrzyma korzystajc ze schematu, pokazanego na rys. 5.4. Wykoraygstu;
zasady mnzenia macierzy i wiasroi funkcji ksztattu uzyskano macierz dla elementu
skaiczonego numer 1 przedstawionego na rys. 5.2:
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oraz dla elementu skozonego numer 2 przedstawionego na rys. 5.2:
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Natomiast wektor obgken (strumieni cieplnych) wyreony wzorem (5.35) mana
przeksztatai do postaci:

{P}:—iam‘j }twds+£q{:\\:‘_ }ds.

J

Dla elementu skicczonego 1 wektorR} jest rowny:

e offn ]

natomiast dla elementu skezonego 2:

ol L2



W celu otrzymania ukfadu réwnadla catego obszaru nale dodawa do elementéw
macierzy globalnej H] odpowiednie elementy macierzy lokalnej z8ago elementu
skaiczonego:

Hl=3[H]°.

Przystpujac do budowy macierzy sztywfm dla calego obszaru nale w pierwszej
kolejncdsci zmient indeksy elementéw macierzy zgodnie z danymi o maoje stopni
swobody catego obszaru. Na przyktad, dla elementoen 2 (rys. 5.2) informacja taka jest
zakodowana w macierzy pake:

1 2
1 2,212,3
2 3,214,4

Suma macierzy elementéw z uwadhieniem miejsca elementow lokalnych macierzy w
globalnej macierzeH] jest rowna:
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Natomiast dla wektora olgien otrzymano:
gs 0 gs
{Pt=4o0t+{ o = o !.
0| |-at,S| |-at.S

Jak mana zauway¢ otrzymano ten sam wynik, ktory jest pokazany w nmémiach (5.30)-
(5.32).

5.3. ZADANIA RACHUNKOWE

Zadanie 5.1. Obliczy¢ wartas¢ temperatury w wztach siatki elementow skozonych dla
problemu ustalonego przeptywu ciepta waqe (rys. 5.2).

Przygto nastpujace dane wyjciowe:

k=50 W/mK, a=10 W/nfK, S=2nf,

L=5m, LW=2.5m, L®=2,5 m,q= -300 W/nf, t.=400 K

Rozwigzanie.
Obliczenie wspoétczynnikow uktadu rowinés.32):



C(l) =———:4OW:C(2);
K
aS=10-Y% 2n? = 20% ;
m°K K
qS= —150% 2m? = -300W ;
as, :10% (2 m? (40K =8000W .

Stad, otrzymuje si nastpujacy uktad réwnaé:

40 -40 O ||y -300
-40 80 -40Rt,p+7 O =0
0 -40 60 ||tg —8000

Po jego rozwgzaniu wzgédemt uzyskano {t}={430, 422.5, 415}.

Zadanie 5.2. Obliczy¢ wartas¢ temperatury w wztach siatki elementéw skozonych z
zadania 5.1 za pomatbezpdredniej minimalizacji funkcjonatu (5.29).

Rozwigzanie.

Zadanie ména rozwiazat za pomog programu EXCEL. Niezginym jest rownig instalacja
narzdzia SOLVER. Dane pogtkowe i wyniki bezpéredniej minimalizacji funkcjonatu
(5.29) g pokazane narys. 5.4-5.5.
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Rys. 5.4. Arkusz EXCEL z zadanym patikzowym rozktadem temperatury.



Rys. 5.5. Arkusz EXCEL po wykonaniu minimalizaagjinkcjonatu.
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