Zagadnienia z teorii (II sem. analizy, WMS) w 2015
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Definicja calki Riemanna, przyklad f niecatkowalnej ograniczonej, ograni-
czonos¢ funkeji catkowalnych, sumy catkowe Darboux (dolne i gérne), ich
zachowanie po rozdrobnieniu podziatu.

. Definicja catki dolnej (i gornej), twierdzenie Darbouz (=kryterium calkowal-

nosci) i lemat o sumach dolnych dla ciggu normalnego podzialéw, kryterium
Riemanna catkowalnosci funkeji ograniczone;.

. Dowéd catkowlanodci funkeji cigglych. Catkowalnosé sumy i iloczynu funkcji

catkowalych

. Pierwsze twierdzenie o wartodei Sredniej dla catek, tw. Newtona-Leibniza

- Kryterium poréwnawcze zbieznogei calki niewladciwej.

- Kryterium catkowe zbieznosci szeregow.

- Drugie tw. o wartosci éredniej (wz6r Bonneta), kryterium Dirichleta dla catek

- Tw. o przyrostach dla funkeji o wartoéciach wektorowych f : [a,b] — R™,

wz6r na pochodna dlugoéci uku krzywej, wzor na diugosé tukuy krzywej.
Przyktad krzywej nieprostowalnej.

- Wahanie calkowite, krzywe prostowalne, norma przestrzeni B Va, b], oszaco-

wanie wahania dla funkcji monotonicznych i dla funkeji klasy C !, lub spelnia-
Jjacych warunck Lipschitza. Definicja catki Riemanna-Stjeltjesa fab f(t)dg(t)
w przypadku f ciaglej, g € BV(a,b] (bez dowodéw zbieznodei sum catk.).

Tloczyn skalarny (f, g) zdefiniowany dla f, g € R(a,b) przez catke. Poréwna-
nie (=podanie nieréwnoéci typu I£1; < Clifllx) norm |jf||; == fablf(t)]dt,

Ifllz := \/fab |£(%)]2 dt oraz ”f“[a,b] i= supy, y | |, ciaglosé funkcjonatu f—=

fab f(t) dt wzgledem tych norm. Calkowanie szeregéw wyraz-po wyrazie.

Zupelnos¢ przestrzeni Cla,b] oraz B)={f:9->C: |fla < oo} z
norma || flq = sup{|f(z)|: = € Q}.

Zbieznos¢ szeregéw Y | x,, spelniajacych warunek Yoy 1zl < +oo (bez-

wzglednie zbieznych) w przestrzeni Banacha, ,, Test majorant” Weierstassa.

Twierdzenie o zbieznosei Jednostajne; wraz z pochodnymi (zbieznosé f,, (a)
1 zbieznosé jednost. f! = g w [a,b] implikuja zb. jednost. fn = f, gdzie
felClab), f = 9g-) Zupeinoéé przestrzeni Ca, b]

Szereg potegowy -promien i kolo 2bieznosci, zbieznosé jednostajna wraz z
pochodnymi na zwartych podzbiorach kola zbieznoscei.

Twierdzenie Abela o szeregach potegowych zbieznych na koficu przedzialu
. - . . -— n+1
zbieznosci, zastosowanie do przedstawienia In 2 jako Yoo LU

Definicja zbioréw zwartych, charakteryzacja zwartych podzbioréw w R”,
"warunek pokryé skoficzonych” -jego dowéd dla [a,b] C R, ograniczonosé
1 osigganie maksimum przez funkcje ciagle na zbiorach zwartych w R™,

Zasadnicze Twierdzenie Algebry.

Twierdzenie Pitagorasa dla normy okreslonej przez iloczyn skalarny. Lemat
0 wspdtczynnikach wektora g = ¢1€1 + ...+ cpe, wzgledem uktadu ortonor-
malnego (). Nierdwnosé Bessela dla ukiadéw ortogonalnych.

Ortogonalnoéé uktadu trygonometrycznego ( rzeczywistego i w postaci ze-
spolonej), szereqg Fouriera - wzory na wspétezynniki i na sumy czgsciowe, tw.
Dirichleta (zarys dow.)
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Twierdzenie Fejéra, zupelnosé ukladu trygonometrycznego. '
Zbieznosé szeregu Fouriera S[f] ($redniokwadratowa). Tozsamo$é Parsevala.

Granice iterowane. Pierwsze tw. o granicy podwdjnej, jakis przykiad braku
réwnosci 2 granic iterowanych.

Pochodne czastkowe a rézniczkowalno$é funkeji n zmiennych (Tw.: ciaglosé
wszystkich poczh. czastkowych 8 f/dz; = rézniczkowalnosc f), definicja C* (Q).

Rézniczka zlozenia i jej postaé macierzowa. Dowdd ,,Reguiy Laricucha”.

Pochodne kierunkowe (jednostronne), ich zwiazki z gradientem, twierdzenie
0 wartosci Sredniej © o przyrostach.

Druga r6zniczka, macierz Hessego, szkic dowodu twierdzenia o symetrii dru-
giej rézniczki funkcji klasy C2.

Wzér Taylora z reszta Lagrange’a (wyprowadzenie dla rzedu 2, w przypadku
2 zmiennych).

Warunki na istnienie ekstremdw lokalnych (np. maksimum) dla f € C%(Q).

Réwnanie plaszezyzny stycznej do wykresu (=do powierzchni {(z,y,z) € i
R?: 2 = f(z,9), (z,y) € N}) -szkic uzasadnienia. Wektor normalny.

Otwarto$¢ zbioru macierzy nieosobliwych i ciaglosé operacji odwracania ma-
cierzy (wzgledem normy operatorowej).

Tw. o lokalnej odwracalnosci (*dow. fragmentu o lokalnej injektywnosci i o
rézniczkowalnosci (f|y) 1) pewnej kuli).

Tw. o funkcjach vwiktanych (dow. dla przypadku 2 zmiennych, lub ogdélnym).
Pochodne funkcji uwiktanej

Warunek wystarczajacy dla istnienia ekstremum lok. funkeji uwiklanej ko-
nieczny -dla ekstremum warunkowego (mnozniki Lagrange’a). Uzasadnienie -
dla ekstremum f(x,y) przy warunku g(x,y)=0 (z,y) € R?).
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Sticky Note
Dokładniej, granice ciągów sum całkowych dla identycznych ciągów normalnych podziałów, ale różnych układów p. pośrednich są różne. Same sumy całkowe mogą, oczywiście, być różne, nawet dla funkcji całkowalnej
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Sticky Note
Oczywiście, że całkowych
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Sticky Note
Dokładniej, moduł ich różnicy miał być dowolnie mały dla dostatecznie małej średnicy podziału, bo to są wyrazy dwu ciągów mających taką samą granicę, o ile f jest całkowalna- więc ich różnica ma dążyć do zera
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kr
Sticky Note
Mamy wykazać całkowlność f monotonicznej. Obydwa dowody można zacząć tak samo- zapisując różnicę między całką dolną i górną dla danego przedziału jako \sum (\sup_{\delta_j}f- inf_{\delta_j}f)(|\delta_j|), gdzie \delta_j oznacza odcinek o  końcach t_{j-1}, t_j, zaś |\delta_j| oznacza jego długość.  Gdy f jest ciągła, szacujemy pierwszy z czynników przez \epsilon/(b-a), wynosząc toprzed znak sumy, suma długości da b-a. Dla f monotonicznej szacujemy natomiast |\delta_j| przez średnicę podziału, gdy f jest nierosnąca, to sup_\delta_j f to wartość w lewym końcu odcinka \delta_j, czyli f(t_{j-1}), zaś infimum, to f(t_j), suma takich różnic to f(a)-f(b). Dla f niemalejącej- na odwrót, to f(b)-f(a). Przyrost funkcji razy średnica podziału -to oszacowanie dąży do zera dla dostat. małej średnicy.
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Sticky Note
Trezeba dodać, że dla g ujemnej kierunki nierówności po pomnożeniu przez g zmienią się, ale całka z g będzie niedodatnia i gdy nie jest zerem, to przy dzieleniu przez nią jeszcze drugi raz się zmienią i tak otrzymamy wartość pomiędzu m oraz M, jak w przypadku g>0.
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kr
Sticky Note
Dowodu z 1. części tego twierdzenia nie trzeba powtarzać, wystarczy dobrać c tak , by f(c) było równe \gamma

kr
Sticky Note
Najpierw dowodzimy, że faktycznie F jest funkcją pierwotną dla f
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Sticky Note
To wynika z warunku Cauchy'ego na istnienie granicy jaką jest całka niewłaściwa z g

kr
Sticky Note
To w tym miejszcu korzystamy z kryterium Cauchy'ego zbieżności całki niewłąściwej, w poprzedniej linijce  nierówność wynikała z poprzedniej nierówności.
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Sticky Note
Dokładniej, dzięki nieujemności- każda z tych zbieżności jest równoważna ograniczoności. Przy def. całki bierzemy granicę przy m zmierzającym do nieskońconości niekoniecznie po wartościach całkowitych, ale właśnie ta ograniczoność wystarcza.


: y @ / ‘tMM%'C ) WﬁogQ ﬁmq /U"Lé‘/ gPV{,VL(/ﬁS’/)

CM ‘F" C{g}[@« Vs Fot,bj/ g’mﬂmﬁmm(/u,a— ar [; /7]

. Jreluy] JW) Zf)M~3/a /faﬁ/mwb)/w

004,50(" »u] 2odbitnin ,R€ g&f /LALS i ("Lbn, /{/ébgklwz yfq,)
Nk, F bdue ﬁmk% pnctis Mo £ (fue. F/ 7[]
fl(é}g/{ b /fw) Wolt = [Ft) mj fF/f)(};’/%)od—=

(AQ’U'OWL
& I‘lLu ﬂ% 6/155u
v Lorfosu SKIW

» - Hb%(b Flo.) g(a) - f(f}f ) ol -
Cbof"o‘W*%WM T
)n,mw? fest :SMM?: mph)
»F(b)g(b) -Fla)o(a) —F(¥ ) [5(b) - YE
§ ¢ W
=g (b) (T F(;’)/ g/a)(}—/g:) Fla))=

8(b /% dwgm)-/jﬂ(% !
f a

e "\/Cu\(?uw— S l&,émza.

~leohura

» O WWWW: pﬁc&uz; sz7€/2%0507 @ti[% W‘Co(@jaﬂoﬁ
Fosfnu f‘@/f g(% df/ |

zol. d, Jv//ﬁ</g /70[* K i=n g /esﬁ‘ VoniasTolnitann
éw radrotnin Dywwéwnym) f({) =0
Ceea JM/?M o i chicine

VJ&O( PQ%@ Ve jfm/u&(/u/wu i e &9,‘,4,(/[“/5?_5
) (ﬁ/m. af,[/(%)<oc & Vs, J 450 % <,4< ) fﬁ j[.(/}/<6>

> ¥ I/M&,{_)Mf;(!
IH m&/ lq (¢) /,a(umg(f’ﬁ:f.w < Lk
bt Sediod T §



kr
Sticky Note
To założenie formułuje się w równoważnej postaci- wspólnej ograniczoności całek od a do \beta 
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