
Szeregi Fouriera- �wersja minimalistyczna�

Wst¦p

Wiemy dobrze, co oznacza prostopadªo±¢ wektorów ~u,~v na pªaszczy¹nie R2. Ich iloczyn skalarny,
~u ·~v ma wynosi¢ zero i wówczas piszemy ~u ⊥ ~v, za± dªugo±ci takich wektorów, oznaczane szmbolami:
‖~u‖, ‖~v‖ speªniaj¡ na mocy twierdzenia Pitagorasa relacj¦

‖~u‖2 + ‖~v‖2 = ‖~u+ ~v‖2. (TP )

Jej algebraiczny dowód wynika z dwuliniowo±ci iloczynu skalarnego oraz z relacji ‖~w‖2 = ~w · ~w.
Analogiczne zwi¡zki zachodz¡ dla wektorów d-wymiarowej przestrzeni wektorowej Rd. Gdy mamy
ukªad wektorów kanonicznej bazy 0-1-kowej ~εj = (0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0), gdzie jedyn¡ niezerow¡ jest
jest j-ta wspóªrz¦dna, to dowolny wektor ~w = (w1, . . . wd) ∈ Rd ma jednoznaczny rozkªad w postaci
sumy

~w = w1~ε1 + · · ·+ wd~εd, gdzie wj = ~w · ~εj, ‖~w‖2 =
d∑
j=1

w2
j . (R)

Pewnym uogólnieniem mo»e by¢ przestrze« `2 zªo»ona z ci¡gów niesko«czonych sumowalnych z kwa-
dratem, tzn. speªniaj¡cych warunek

∑∞
j=1 w

2
j < +∞. Mo»na uzyska¢ analogiczne do (R) rozwinicie

ortogonalne dowolnego wektora z tej przestrzeni wzgl¦dem kanonicznych wektorów bazowych ~εj (ci¡-
gów maj¡cych same zera z wyj¡tkiem j-tego wyrazu równego 1). Nota bene, taki ci¡g nie b¦dzie ju»
baz¡ wektorow¡ w sensie znanym z algebry liniowej, czyli tzw. baz¡ Hamela, tam mogªy wyst¦powa¢
jedynie sumy sko«czone. To rozwini¦cie jest postaci �sumy niesko«czonej�, czyli sumy szeregu

~w =
∞∑
j=1

wj~εj, gdzie wj = ~w · ~εj, ‖~w‖2 =
∞∑
j=1

w2
j . (RF )

W pewnych zbiorach funkcji mo»emy równie» okre±li¢ struktur¦ przestrzeni wektorowej z iloczy-
nem skalarnym i znale¹¢ odpowiedniki ukªadu kanonicznych wektorów bazowych. Podstawowym
warunkiem b¦dzie wzajemna prostopadªo±¢ elementów takiego ukªadu. (B¦dzie jeszcze drugi istotny
warunek -tzw. zupeªno±¢ ukªadu, ale nawet bez niego pewne cz¦±ciowe rezultaty, jak zbie»no±¢ od-
powiedniego szeregu -b¦d¡ osi¡galne.)

Niestety, gdy naszymi wektorami stan¡ si¦ funkcje, nie b¦dziemy mogli dalej u»ywa¢ symbolu
kropki dla oznaczenia iloczynu skalarnego, bo dla funkcji u, v zmiennej t symbol u · v powinien by¢
rozumiany jako iloczyn tych funkcji, czyli funkcja, której warto±ci¡ w punkcie t jest u(t)v(t). Na ogóª
t przebiega przedziaª [−π, π]. Dla oznaczenia iloczynu skalarnego funkcji u oraz v b¦d¦ wi¦c u»ywaª
nawiasu graniastego:

〈u, v〉.

W niektórych ksi¡»kach u»ywa si¦ nawiasów okr¡gªych, (co zwykle oznacza jednak pary uporz¡dko-
wane), lub symbolu 〈u | v〉. Zrezygnujemy te» z umieszczania strzaªek oznaczaj¡cych wektory nad u, v
-tym bardziej, »e czasami b¦d¡ rozwa»ane funkcje o warto±ciach zespolonych, wówczas v(t) oznacza¢
b¦dzie liczb¦ sprz¦»on¡ do v(t). B¦dziemy rozwa»ali jedynie funkcje caªkowalne w sensie Riemanna
(ewentualnie, caªkowalne w sensie zbie»no±ci caªek niewªa±ciwych). Teoria ogólna (wymagaj¡ca u»y-
cia caªki Lebesgue'a) nie b¦dzie tu omawiana, ale przedstawione tu wyniki b¦dzie ªatwo rozszerzy¢
w tym ogólnym kontek±cie -korzystaj¡c jedynie z dwu twierdze«: o zmajoryzowanej zbie»no±ci i o
przybli»aniu funkcji caªkowalnych przez funkcje ci¡gªe.



0.1 Wst¦pne de�nicje

R(a, b) oznacza zbiór wszystkich funkcji f : [a, b] → R caªkowalnych w sensie Riemanna na prze-
dziale [a, b]. (Wedªug jednego z twierdze« -s¡ to takie funkcje ograniczone, których zbiór punktów
nieci¡gªo±ci jest miary zero.) Przez R2(a, b) oznacz¦ ogóª tych funkcji, dla których istnieje zarówno
caªka niewªa±ciwa

∫ b
a
|f |2, jak i caªki niewªa±ciwe z f (chodzi o wykluczenie sytuacji, gdyby znak f,

czyli funkcja t 7→ sgnf(t) byªa nieci¡gªa na zbiorze miary dodatniej). Iloczyn takich funkcji b¦dzie
miaª równie» zbie»n¡ caªk¦ niewªa±ciw¡. Iloczyn skalarny w R2(a, b) de�ujemy jako caªk¦:

〈u, v〉 :=

∫ b

a

u(t)v(t) dt dla u, v ∈ R2(a, b).

Wprzypadku funkcji o warto±ciach zespolonych (zbiór funkcji, dla których zarówno cz¦±¢ rzeczywista,
jak i zespolona nale»¡ do R2(a, b) oznaczmy R2

C(a, b)) iloczynem skalarnym jest

〈u, v〉 :=

∫ b

a

u(t)v(t) dt dla u, v ∈ R2
C(a, b).

Teraz funkcje b¦dziemy traktowali jako elementy przestrzeni wektorowej (R2(a, b), lub R(a, b)), de-
�niuj¡c ich �dªugo±¢� - tzw. norm¦ ±redniokwadratow¡ wzorem

‖u‖2 :=
(∫ b

a

|u(t)|2 dt
) 1

2 (=
√
〈u, u〉).

Dokªadniej, jest to norma na C[a, b]- przestrzeni funkcji ci¡gªych w naszym przedziale, natomiast
dla u ∈ R2(a, b) równo±¢ ‖f‖2 = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdzy zbiór {t ∈ [a, b] : u(t) 6= 0}
jest miary zero. Na przykªad -ka»dy zbiór przeliczalny jest miary zero, f równa zero wsz¦dzie poza
sko«czon¡ ilo±ci¡ punktów jest w R(a, b) i nie jest wektorem zerowym tej przestrzeni, ale ‖f‖2 = 0. W
przypadku funkcji nieci¡gªych tezy o jednoznaczno±ci rozwini¦cia w szereg Fouriera musimy rozumie¢
z dokªadno±ci¡ do relacji równo±ci �prawie wsz¦dzie�.

Jedyne wªasno±ci ‖ · ‖2 oraz iloczynu skalarnego, jakie wykorzystamy, to :

(i) symetria (w przypadku zespolonym -tzw. �sko±na symetria�):

〈u,w〉 = 〈w, u〉 (1)

(ii) liniowo±¢ iloczynu skalarnego wzgl¦dem pierwszej zmiennej:

〈αu+ βv, w〉 = α〈u,w〉+ β〈v, w〉, u, v, w ∈ R2(a, b), α, β ∈ R(odpowiednio ∈ C), (2)

W szczególno±ci,
‖u+ tv‖2 = ‖u‖2

2 + 2tRe〈u, v〉+ t2‖v‖2
2 , t ∈ R (3)

(iii) nierówno±¢ Schwarza (Cauchy'ego-Buniakowskiego-Schwarza):

|〈u,w〉| ≤ ‖u‖2‖w‖2 (4)

(iv) nierówno±¢ trójk¡ta:
‖u+ w‖2 ≤ ‖u‖2 + ‖w‖2 (5)

(v) druga nierówno±¢ trójk¡ta (wynikaj¡ca z pierwszej gdy podstawi¢ u = g, w = f − g):∣∣‖f‖2 − ‖g‖2

∣∣ ≤ ‖f − g‖2 (6)



(vi) porównanie norm:

‖f‖1 :=

∫ b

a

|f(t)| dt ≤
√
b− a‖f‖2 ≤ (b− a)‖f‖[a,b] (7)

Wªasno±ci te udowodnili±my dla caªek (wªa±ciwych) Riemanna, a przypadek ogólny otrzymamy
po przej±ciach do granic wyst¦puj¡cych w de�nicji caªki niewªa±ciwej po obu stronach dowodzo-
nej równo±ci (odp. nierówno±ci). Przypomnijmy, »e zbie»no±¢ ±rednio-kwadratowa, czyli wzgl¦dem
normy ‖ · ‖2 ci¡gu funkcyjnego (fn) do funkcji f0 oznacza, »e lim ‖fn− f0‖2 = 0. Dzi¦ki (vi), wynika
ona ze zbie»no±ci jednostajnej, czyli wzgl¦dem normy

‖f‖[a,b] := sup{|f(t)| : t ∈ [a, b]}.

Zauwa»my te», »e z caªkowej nierówno±ci trójk¡ta:∣∣∫ b

a

f(t) dt
∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(t)| dt

stosowanej do f = fn− f0 wynika na podstawie (v), (vi), »e caªki
∫ b
a
fn(t) dt zmierzaj¡ do

∫ b
a
f0(t) dt,

o ile zbie»no±¢ fn do f0 zachodzi w którejkolwiek z trzech norm porównywanych w (v). Ponadto
ªatwo zauwa»y¢, »e gdy ‖v‖[a,b] < +∞, to otrzymamy wtedy równie» zbie»no±¢ iloczynów skalarnych

lim
n→∞
〈fn, v〉 = 〈f0, v〉. (8)

0.2 Ukªady ortogonalne

Ukªad niesko«czony (φn)n∈Z ( czyli obustronnie niesko«czony ci¡g) funkcji φn ∈ R[a, b] nazwiemy
ukªadem ortogonalnym, (dla odcinka [a, b]) gdy dla wszystkich n,m ∈ Z, n 6= m mamy 〈φn, φm〉 =
0. Normalizacj¡ takiego ukªadu nazwiemy ukªad zªo»ony z funkcji en(t) := 1

‖φn‖2φn(t). Tak otrzymany
ukªad (en)n∈Z nazwiemy ukªadem ortonormalnym. Oznacza to, »e

〈en, em〉 = δn,m, (9)

gdzie δn,m = 1 dla n = m oraz δn,m = 0 gdy tylko n 6= m. Dla dowolnego ukªadu ortonormalnego
i dla dowolnych ukªadów skalarów (αn), gdzie n ∈ {−M,−M + 1, · · · ,−1, 0, 1, . . .M − 1,M} (co
skrótowo zapiszemy: |n| ≤M) -zachodzi nast¦puj¡ce uogólnienie relacji (R), (RF) ze str.1:

Lemat o wspóªczynnikach: Gdy

g =
M∑

k=−M

αkek, odpowiednio g =
M∑

k=−M

βkφk (10)

to dla n ∈ Z mamy

〈g, en〉 = αn, 〈g, φn〉 = αn‖φn‖2∀|n|≤M oraz 〈g, en〉 = 0 ∀|n|>M , (11)

‖g‖2
2 =

M∑
k=−M

|αk|2 =
M∑

k=−M

|βk|2‖φk‖2. (12)

Faktycznie, gdy zapiszemy g jako sum¦, zauwa»amy, »e en jest wektorem prostopadªym do prawie wszystkich skªadników tej sumy -jedynym niezerowym

iloczynem skalarnym jest wi¦c 〈αnen, en〉 = αn, dzi¦ki (9). Podobnie sprawdzamy drug¡ tez¦ rozpisuj¡c ‖g‖22 jako iloczyn skalarny 〈g, g〉. Lemat o
sumach cz¦±ciowych: Dla f ∈ R2(a, b) i dla M ∈ N ∪ {0}, k ∈ Z niech

ck(f) := 〈f, ek〉, SN [f ] :=
M∑

k=−M

ck(f)ek (13)



Wówczas dla wszystkich k ∈ Z je±li |k| ≤M , to 〈f − SM [f ], ek〉 = 0 oraz

‖f‖2
2 = ‖SM [f ]‖2

2 + ‖f − SM [f ]‖2
2. (14)

Prostopadªo±¢ f − SM [f ] do ek wnioskujemy z poprzedniego lematu, stosuj¡c (2). Ostatnia równo±¢ wynika wi¦c z (3).

Wynikaj¡ st¡d dwa bardzo wa»ne lematy:
Lemat o najlepszym przybli»eniu: Dla ustalonej liczby M ∈ N odlegªo±¢ ‖f − g‖2 od
f ∈ R2(a, b) do dowolnego elementu g postaci (10) jest nie mniejsza, ni» odlegªo±¢ od SM [f ], czyli

‖f − SM [f ]‖2 ≤ ‖f −
M∑

k=−M

αkek‖2

Faktycznie, prostopadªo±¢ f − SM [f ] do ek dla |k| ≤ M i liniowo±¢ (2) iloczynu skalarnego implikuj¡ prostopadªo±¢ f − SM [f ] do g oraz do SM [f ] − g.

Teraz z (TP) (lub (3)) wynika, »e ‖f − g‖22 = ‖f − SM [f ]‖22 + ‖SM [f ]− g‖22, co daje nasz¡ tez¦.

Nierówno±¢ Bessela: Ci¡g wspóªczynników ck(f) funkcji f ∈ R2(a, b) jest sumowalny z
kwadratem, przy czym

+∞∑
k=−∞

|ck(f)|2 ≤ ‖f‖2
2. (15)

Zauwa»my najpierw, »e rozwa»any tu szereg jest bezwzgl¦dnie zbie»ny, wi¦c kolejno±¢ sumowania, czyli sposób ustawienia w ci¡g -nie ma wpªywu na

warto±¢ jego sumy. Sum¦ tego szeregu traktowa¢ mo»emy wi¦c jako granic¦ limM→∞
∑M
k=−M |ck(f)|

2 . Ka»da z tych ostatnich sum jest, dzi¦ki (12), (14) nie

wi¦ksza, ni» ‖f‖22

1 Uklad trygonometryczny

Dla uproszczenia, przyjmijmy w dalszym ci¡gu a = −π, b = π i rozwa»my ukªad zªo»ony z funkcji
sinmt, cosmt. Wykorzystuj¡c parzysto±¢ tych ostatnich funkcji, mo»emy przyj¡¢, »e φn(t) = cosnt
dla n ∈ Z, n ≤ 0 oraz φn(t) = sinnt dla n ∈ N. Nietrudne przeliczenie wskazuje, »e jest to ukªad
ortogonalny:

∫ π
−π φn(t)φk(t) dt = 0 dla n 6= k. Ponadto ‖φn‖2 s¡ równe

√
π gdy n ∈ Z \ {0} oraz

‖φ0‖2 =
√

2π.
Odpowiadaj¡cym mu ukªadem ortonormalnym (czyli normalizacj¡ (φn)) jest ukªad funkcji

en(t) =
1√
π
φn dla n ∈ Z \ {0}, |t| ≤ π, e0(t) =

1√
2π
.

Jeszcze wygodniejszy w u»yciu jest zespolony ukªad trygonometryczny, ψn(t) := eint, równie»
okre±lony na przedziale [−π, π] , normy s¡ tu jednakowe: ∀n∈Z‖ψn‖2 =

√
2π, gdy»

〈ψn, ψk〉 =

∫ π

−π
ψn(t)ψk(t) dt = 2πδnk, n, k ∈ Z.

Tradycyjnie, unikaj¡c u»ycia pierwiastkowania π u»ywa si¦ wspóªczynników sinusowych (bn =
bn(f), n ∈ N) i cosinusowych (an = an(f), n = 0, 1, 2, . . . ) funkcji okresowej f : R → R o okresie 2π
lub funkcji f : [−π, π]→ R okre±lonych wzorami:

an(f) :=
1

π

∫ π

−π
f(t) cos nt dt, bn(f) :=

1

π

∫ π

−π
f(t) sin nt dt.

Nie s¡ to wi¦c dokªadnie wspóªczynniki cn(f) wzgl¦dem ukªadu unormowanego (en), gdy» np.

cn(f) := 〈f, en〉 =
1√
π

∫ π

−π
f(t)φn(t) dt =

√
πan(f) dla n ∈ N \ {0}.



Gdy n = 0,
√
πa0(f) = 2c0(f). Ale dla n 6= 0 mamy

cn(f)en(t) = cn(f)
1√
π
φn(t) =

{
an cosnt gdy − n ∈ N oraz = bn sinnt dla n ∈ N

}
. (16)

Natomiast c0(f)e0(t) = 1
2
a0(f). St¡d sumy cz¦±ciowe dane dla ukªadu znormalizowanego wzorem

(13), wyra»aj¡ si¦ nast¦puj¡co:

SM [f ](x) =
M∑

k=−M

ck(f)ek(x) =
a0(f)

2
+

M∑
n=1

(
an(f) cosnx + bn(f) sinnx

)
(17)

Podstawiaj¡c wzory caªkowe na wspóªczynniki, otrzymujemy (wykorzystuj¡c liniowo±¢ caªki)

SM [f ](x) =
1

2π

∫ π

−π
f(t) dt+

1

π

M∑
k=1

∫ π

−π
f(t)(cos kt cos kx+ sin kt sin kx) dt =

=
1

2π

∫ π

−π
f(t)

[
1 + 2

M∑
k=1

cos k(x− t)
]
dt =

1

2π

∫ π

−π
f(t)DM(x− t) dt,

gdzie przez DM oznaczamy funkcj¦, której warto±¢ w punkcie s := (x − t) dana jest w nawiasie
kwadratowym w przedostatniej caªce. Funkcj¦ t¦ nazywamy j¡drem caki Dirichleta.

Dla funkcji okresowych f : R→ R o okresie T > 0 mamy nast¦puj¡cy

Lemat o przesuni¦ciu granic caªkowania: Gdy a ∈ R, to
∫ a+T

a
f(x) dx =

∫ T
0
f(x) dx.

Po podstawieniu s = x− t, ds = −dt dolna granica caªkowania z punktu −π przejdzie do punktu
x+ π, za± górna - do x− π, zamiana kolejno±ci tych granic odpowiada zast¡pieniu ró»niczkki −ds”
przez +ds, co daje wzory:

SM [f ](x) =
1

2π

∫ x−π

x+π

f(x− s)DM(s)(−1)ds =
1

2π

∫ π

−π
f(x− s)DM(s) ds (18)

Dotychczas wykorzystali±my jedynie wzór na cos(α−β). Teraz wykorzystuj¡c inny wzór: 2 sinα cos β =
sin(α + β) + sin(α + β), gdzie α = s

2
, β = ks, otrzymamy po zastosowaniu nieparzysto±ci sinusa i

skre±leniu powtarzaj¡cych si¦ (z przeciwnym znakiem) skªadników, wzór:

DM(s) =
sin
(
(M + 1

2
)s
)

sin s
2

. (19)

Równowa»no±¢ ukªadów trygonometrycznych: rzeczywistego i zespolonego wynika te» st¡d, »e
M -te sumy cz¦±ciowe s¡ takie same: Mno»¡c stronami przez ψ1(s) − 1 sum¦ dla ψk(s), otrzymamy
bowiem

(ψ1(s)− 1)
M∑

k=−M

ψk(s) = ψM+1 − ψ−M , (20)

co pomno»one stronami przez ψ− 1
2
(s) := exp(−i s

2
) i uwzgl¦dnieniu równo±ci ψα(s) − ψ−α(s) =

2i sin(αs) zachodz¡cych dla s, α ∈ R , daje równo±¢
∑M

k=−M ψk(s) = DM(s). Tak wi¦c -obliczaj¡cM -
t¡ sum¦ cz¦±ciow¡ dla f wzgl¦dem zespolonego ukªadu ortonormalnego 1√

2π
ψn otrzymamy dokªadnie

taki sam wzór, jak dla ukªadu rzeczywistego! Wspóªczynniki ukªadu zespolonego cz¦sto oznaczane
s¡ jako cn[f ], ale my u»yjemy innego oznaczenia:

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)e−int dt, SM [f ](t) =

M∑
n=−M

f̂(n)eint =
1

2π

∫ π

−π
f(x− s)DM(s) ds.



B¦dziemy korzysta¢ z nast¦puj¡cych, ªatwych w dowodzie, wªasno±ci tych funkcji:

Wªasno±ci DM : Parzysto±¢ (∀t DM(−t) = DM(t)),

1

2π

∫ π

−π
DM(t) dt = 1 (21)

∀b>0 lim
M→∞

∫ b

0

|DM(s)| ds = +∞. (22)

Faktycznie, caªki ka»dego ze skªadników cos kx, z wyj¡tkiem odpowiadaj¡cego k = 0 skªadnika 1
2
, s¡ równe zero. Druga teza wynika z oszacowania

mianownika we wzorze (19) przez s
2
, co prowadezi po zmianie zmiennych do nierówno±ci

∫ b
0 |DM (s)| ds ≥ 2

∫M+1
2

0
| sin t|
t

dt. Caªka niewªa±ciwa Dirichleta nie

jest, jak wiemy, bezwzgl¦dnie zbie»na:
∫+∞
0

| sin t|
t

dt = +∞.

Specy�k¡ obydwu rozwa»anych ukªadów jest okresowo±¢ oraz ograniczono±¢ ka»dej z funkcji
ukªadu (przez t¦ sam¡ staª¡).

Zauwa»my, »e funkcj¦ okre±lon¡ na [−π, π] mo»na przedªu»y¢ do funkcji na R o okresie 2π, je-
±li zmienimy, w razie potrzeby, jej warto±¢ w jednym punkcie -np. w punkcie π. Wspóªczynniki
an(f), bn(f) nie ulegn¡ przy tym zmianie, bo s¡ wyra»one przez caªk¦, a ta jest �niewra»liwa� na
zmiany warto±ci w sko«czonej ilo±ci punktów. Jedynie mo»emy popsu¢ ci¡gªo±¢, czy te» ró»niczko-
walno±¢, ma wi¦c sens poj¦cie �funkcja ci¡gªa okresowa na [−π, π]�. Gdy obliczamy wspóªczynniki i
sumy cz¦±ciowe SM [f ] szeregu Fouriera, mo»emy wykorzysta¢ parzysto±¢ DM otrzymuj¡c:

SM [f ](x) =
1

2π

∫ π

−π
f(x− s)DM(s) ds =

1

2π

∫ π

0

{
f(x− t) + f(t+ x)

}
DM(t) dt.

Oznaczmy funkcj¦ w nawiasie przez g(t;x). Wówczas 1
2
g(t;x) zmierza przy t → 0+ do ±redniej

arytmetycznej granic: lewo- i prawo-stronnych dla f w punkcie x (czyli do 1
2
(f(x− 0) + f(x+ 0)) ).

Dirichlet wykazaª nast¦puj¡ce twierdzenie:
Twierdzenie Dirichleta Gdy f ∈ R2(−π, π) jest w pewnym otoczeniu punktu x ró»nic¡
dwu funkcji monotonicznych (czyli funkcj¡ o wahaniu ograniczonym), to warto±ci SM [f ](x) ci¡gu
sum cz¦±ciowych szeregu Fouriera funkcji f zmierzaj¡ do 1

2
(f(x− 0) + f(x+ 0)).

Poza cz¦±ci¡ rachunkow¡, wykorzystuj¡c¡ m. inn. równo±¢ zachodz¡c¡ ∀a > 0 :

lim
M→∞

∫ a

0

sinMt

t
dt =

π

2
, (23)

istotnym elementem dowodu jest inne wa»ne twierdzenie, znane jako Lemat Riemanna - Lebesgue'a:
Twierdzenie (Lemat R-L) Gdy f ma zbie»n¡ caªk¦ z moduªu, czyli

∫ b
a
|f(t)| dt < ∞, to

caªki
∫ b
a
f(t) sinnt dt zmierzaj¡ do zera przy n→∞.

Dowód Lematu R-L. Gdy f ∈ R(−π, π), za± a = −π, b = π, teza �R-L"wynika z nierówno±ci Bessela (15), bo skoro ci¡g wspóªczynników Fouriera f wzgl¦dem
ukªadu unormowanego ma sumowalne kwadraty moduªów, to musi on zmierza¢ do zera (a wspóªczynniki, przez które mno»ymy normalizuj¡c wyrazy φk dla k 6= 0
s¡ staªe). Gdy przedziaª jest krótszy (np. a = −π, b < π), to mo»emy przedªu»y¢ f zachowuj¡c pozostaªe zaªo»enia, je±li przyjmiemy f(t) = 0 dla t ∈ (b, π],
przez co sprowadzimy zagadnienie do poprzedniego przypadku. Gdy przedziaª jest dªu»szy, dzielimy [a, b] na sko«czon¡ sum¦ odcinków [ak, bk] o dªugo±ci ≤ 2π

-ka»dy, caªka
∫ b
a f(t) sinnt dt wyra»a si¦ przez sko«czon¡ sum¦ caªek w granicach od ak do bk -które zmierzaj¡ do zera przy n → ∞. Pozostaje wytªumaczy¢,

dlaczego zaªo»enie f ∈ R(a, b) mo»na osªabi¢ do zaªo»enia o zbie»no±ci
∫ b
a |f(t| dt, co prze±ledzimy w przypadku, gdy jest to caªka niewªa±ciwa z punktem

niewªa±ciwym b. Dla a < β < b niech fβ(t) = f(t) dla t ∈ [a, β] oraz fβ(t) = 0 dla β < t ≤ b. Je±li (a tak zakªadamy) b jest jedynym punktem niewªa±ciwym,

to fβ ∈ R(a, b) ⊂ R2(a, b), za± ‖f − fβ‖1 =
∫ b
β |f(t)| dt zmierza do zera przy β → b−. Wynika to niemal bezpo±rednio z de�nicji caªki niewªa±ciwej, jako

granicy lim
β→b−

∫ β
a ... Maj¡c wi¦c zadane ε > 0 dobieramy najpierw β < b tak, by

∫ b
a |f(t)| dt <

∫ β
a |f(t)| dt +

ε
2
, czyli ‖f − fβ‖1 < ε

2
. Dla fβ - funkcji z

R(a, b) stosujemy poprzedni¡ cz¦±¢ dowodu wyznaczaj¡c n0 tak, by dla n ≥ n0 byªo |
∫ b
a fβ(t) sinnt| <

ε
2
. Wystarczy jeszcze skorzysta¢ z nierówno±ci trójk¡ta

i z oszacowania |
∫ b
a f(t) sinnt dt−

∫ b
a fβ(t) sinnt dt| ≤

∫ b
a |(f(t)− fβ(t)) sinnt| dt ≤ ‖f − fβ‖1 ≤

ε
2
.

INNY DOWÓd (ten z wykªadu): Zamiast z nierówno±ci Bessela, skorzystamy z wyliczenia
∫ b
a sin(λt) dt = 1

λ
(cos(λa) − cosλb)). Ta warto±¢ zmierza do

zera przy λ→ +∞ nawet bez zakªadania, »e λ jest caªkowita, wi¦c mo»emy to wykorzysta¢ np. dla λ = n+ 1
2
bezpo±rednio. Zbiór M tych funkcji f , dla których

teza Lematu R-L zachodzi jest oczywi±cie zamkni¦ty na branie sko«czonych kombinacji liniowych, bo caªka zale»y w sposób liniowy od funkcji podcaªkowej f ,
za± sko«czona suma ci¡gów (lub funkcji) zbie»nych do zera -te» d¡»y do zera (przy λ → ∞). Kombinacje liniowe funkcji charakterystycznych przedziaªów, to
tzw. funkcje schodkowe- dla nich wi¦c teza zachodzi.

Co wi¦cej, zbiór M jest domkni¦ty w normie ‖ · ‖1: gdy fn ∈M oraz ‖fn − f‖1 → 0, to równie» f ∈ M. Faktycznie, gdy mamy zadan¡ warto±¢
ε > 0, dobieramy taki wska¹nik m, by ‖fm − f‖1 < ε

2
. Dla funkcji fm znajdziemy z kolei liczb¦ K > 0 o tej wªasno±ci, »e dla wzszystkich λ > K mamy

|
∫ b
a fm(t) sin(λt) dt| < ε

2
. Teraz stosujemy nierówno±¢ trójk¡ta:

|
∫ b

a
f(t) sin(λt) dt| ≤ |

∫ b

a
(f(t)− fm(t)) sin(λt) dt| + |

∫ b

a
fm(t) sin(λt) dt| ≤

∫ b

a
|f(t)− fm(t)| · 1 dt + |

∫ b

a
fm(t) sin(λt) dt| < ε gdy λ > k.



Pozostaje wi¦c sprawdzi¢, czy dla f ∈ R[a, b], ε > 0 istnieje funkcja schodkowa h dla której ‖h−f‖1 do f . Z warunku caªkowalno±ci wynika, »e dla dowolnie

zadanego ε > 0 istnieje podziaª odcinka [a, b] punktami (tj), 1 ≤ j ≤ m dla którego ró»nica Sm − sm mi¦dzy górn¡ i doln¡ sum¡ caªkow¡ nie przekracza ε
2
.

Funkcja h(t) równa sup{f(s) : s ∈ [tj−1, tj ]} na odcinku [tj−1, tj) jest funkcj¡ schodkow¡ tak¡, »e
∫ b
a h(s) ds = Sm oraz f(s) ≤ h(s) we wszystkich punktach.

St¡d ‖h− f‖1 =
∫ b
a |h(s)− f(s)| ds =

∫ b
a (h(s)− f(s)) ds = Sm−

∫ b
a f(s) ds ≤ Sm− sm < ε

2
. Przedostatnia nierówno±¢ wynika z przedstawienia w analogiczny

sposób sumy dolnej sm =
∫ b
a

∑m
j=1 inf{f(s) : s ∈ [tj−1, tj ]} · χ[tj−1,tj)

(s) ds i z nierówno±ci pomi¦dzy tak¡ funkcj¡ schodkow¡ oraz f . Ostatni fragment

dowodu- przypadek f maj¡cej zbie»n¡ caªk¦ niewªa±ciw¡ z moduªu- byª omawiany w poprzedniej wersji dowodu.

Dowód Tw. Dirichleta poprzedzimy wyliczeniem caªki niewªa±ciwej z sin t
t

wykorzystuj¡c lemat (R-L). Ustalmy a > 0. Podstawiaj¡c za
Ls zmienn¡ t, mamy

∫ a
0

sin(Ls)
s

], ds =
∫ La

0
sin t
t
dt, co zmierza do I :=

∫∞
0

sin t
t
dt. Zbie»no±¢ ostatniej

caªki wynika z kryterium Dirichleta. Wyka»emy, »e I = π
2
, a nawet nieco wi¦cej:

2 Sumowanie -metoda srednich

Ju» w II poªowie XIX w. (1873) zauwa»ono, »e dla funkcji ci¡gªych okresowych szereg Fouriera
mo»e nie by¢ zbie»ny jednostajnie, a nawet punktowo, do rozwijanej funkcji f . Z punktu widzenia
praktyki wiadomo, »e zakªócenia w teorii sygnaªów zwi¡zane s¡ z �pewn¡ nadreprezentacj¡ wysokich
cz¦stotliwo±ci�, czyli skªadników an(f) cosnx, bn(f) sinnx dla du»ych warto±ci n. Podana poni»ej
prosta procedura prowadzi do tªumienia wpªywu tych skªadników i eliminuje ich niekorzystny wpªyw
na rekonstrukcj¦ sygnaªu wyj±ciowego f . Gdy ci¡g Sn[f ] d¡»y do f , ci¡g ±rednich arytmetycznych
b¦dzie te» zbie»ny do tej samej granicy. Ale ±rednie mog¡ by¢ (i b¦d¡, jak wyka»emy dla f ci¡-
gªej, okresowej) zbie»ne do f równie» w sytuacji, gdy sam ci¡g Sn[f ] jest rozbie»ny. Dokªadniej,
de�niujemy:

�redni¡ Cesáro rz¦du M dla f nazwiemy funkcj¦ dan¡ wzorem

σM [f ](x) =
1

M + 1

(
S0[f ](x) + S1[f ](x) + · · ·+ SM [f ](x)

)
Je±li zastosowa¢ dodawanie (dla N = 0, 1, . . .M) stronami do wzoru caªkowego

SN [f ](x) =
1

2π

∫ π

−π
f(x− t)DN(t) dt,

otrzymamy nast¦puj¡cy wzór:

σM [f ](x) =
1

2π

∫ π

−π
f(x− t)

{D0(t) + · · ·+DM(t)

M + 1

}
dt =

1

2π

∫ π

−π
f(x− t)KM(t) dt, (24)

w którym KM(t) oznacza ±redni¡ arytmetyczn¡ D0(t)+···+DM (t)
M+1

, zwan¡ j¡drem caªki Fejéra

Je±li we wzorze (20) pomno»ymy obydwie strony równo±ci przez ψ−1 − 1, korzystaj¡c z równo±ci
ψ−k(s) + ψk(s) = 2 cos(ks) otrzymamy wzór

KM(s) =
1

M + 1
· 1− cos((M + 1)s)

1− cos s
.

Twierdzenie Fejéra. �rednie Cesáro funkcji ci¡gªej, okresowej o okresie 2π zmierzaj¡ jedno-
stajnie do f na przedziale [−π, π].

Faktycznie, wykorzystamy 3 podstawowe wªasno±ci KM :

1. (1) ich ±rednia caªkowa po odcinku [−π, π] wynosi 1, bo tyle wynosi ona dla Dn, a ±rednia
arytmetyczna z jedynek, to 1.



2. S¡ to funkcje nieujemne (wi¦c ‖KM‖1 = 2π, dzi¦ki (1)).

3. Poza otoczeniem zera, czyli dla t ∈ Ωδ := [−π, π] \ (−δ, δ) , gdy δ > 0 ustalimy, s¡ jednostajnie
zbie»ne do zera: |KN(t)| ≤ 2

(N+1)(1−cos δ)
.

Teraz dzi¦ki (1), mo»emy zapisa¢ f(x) = 1
2π

∫ π
−π f(x)KM(t) dt, wi¦c

2π|f(x)− σM [f ](x)| =
∣∣∣∣∫ π

−π
(f(x)− f(x− t)KM(t) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣{∫ δ

−δ
+

∫
Ωδ

}
(f(x)− f(x− t))KM(t) dt

∣∣∣∣ .
Moduª pierwszej z caªek jest dowolnie maªy dla dostatecznie maªych δ > 0, dzi¦ki jednostajnej
ci¡gªo±ci f i z oszacowania

∫
|KM(t)| dt przez 2π. W drugiej caªce (po 2 odcinkach daj¡cych w

sumie zbiór Ωδ) szacujemy |f(x)− f(x− t)| przez norm¦ supremow¡: 2 ‖f‖[−π,π], za± |KM(t)| przez
wyra»enie z (3), zmierzaj¡ce do zera jednostajnie na Ωδ.

Wynikaj¡ z tego 3 bardzo istotne i nietrywialne fakty:
Twierdzenie aproksymacyjne Weierstrassa Ka»da funkcja ci¡gªa f ∈ C[a, b] jest granic¡

ci¡gu (restrykcji do [ab] ) wielomianów zbie»nego jednostajnie, czyli w normie supremowej ‖ ‖[a,b]

Faktycznie, gdy a = −π, b = π oraz f(a) − f(b), to dla ε > 0 istnieje n ∈ N, dla którego
‖f−σn[f ]‖ < ε

2
. Poniewa» ±rednia Cesáro, jako wielomiany trygonometryczne, maj¡ szereg pot¦gowy

Taylora zbie»ny jednostajnie na ka»dym przedziale [−r, r], pewna jego suma cz¦±ciowa (wielomian
Taylora, powiedzmy Tm) speªnia warunek ‖σn[f ]− Tm‖[a,b] <

ε
2
. Nierówno±¢ trójk¡ta daje wi¦c ‖f −

Tm‖ < ε. W przypadku ogólnym -przedªu»amy f do funkcji ci¡gªej okresowej na wi¦kszym przedziale,
np. w [a, b+1] Tak¡ funkcj¦ mo»emy teraz traktowa¢ jak okresow¡ o okresie 2c = b+1−a na R, a wi¦c i
na przedziale symetrycznym [−c, c]. Podstawiaj¡c now¡ zmienn¡ s = c

π
t otrzymamy funkcj¦ okresow¡

ci¡gª¡ na [−π, π], któr¡ przybli»amy jednostajnie wielomianami. Zamiana zmiennych zachowuje fakt
bycia wielomianem, jak i zbie»no±¢ jednostajn¡.

Zupeªno±¢ ukªadu trygonometrycznego

Zbie»no±¢ jednostajna implikuje zbie»no±¢ w normie ‖ ‖2 na zbiorach miary sko«czonej. �rednie
Cesaró przybli»aj¡ jednostajnie funkcje ci¡gªe okresowe, a ±rednie te nale»¡ do obwiedni liniowej
ukªadu trygonometrycznego. Na wykªadzie udowodnieªem, »e funkcje ci¡gªe okresowe przybli»aj¡
w ‖ ‖2 funkcje schodkowe, a te ostatnie przybli»aj¡ w ‖ ‖2 ka»d¡ funkcj¦ caªkowaln¡ w sensie Rie-
manna (f ∈ R[−π, π]) lub, ogólniej -ka»d¡ funkcj¦, dla której zarówno f , jak i |f |2 maj¡ zbie»ne
caªki niewªa±ciwe Riemanna. Oznacza to, »e jest co najwy»ej sko«czenie wiele punktów niewªa±ci-
wych dla f . Warunek zupeªno±ci ukªadu ortogonalnego (φn) wzgl¦dem takich f oznacza, »e gdy
∀nf ⊥ φn, to musi by¢ ‖f2‖ = 0, czyli f = 0 prawie wsz¦dzie (=poza zbiorem miary Lebes-
gue'a zero). Przy takich zaªo»eniach o prostopadªo±ci f do ukªadu trygonometrycznego -∀ε > 0 ze
wspomnianej g¦sto±ci kombinacji liniowych ψ =

∑M
n=−M cnphin ukªadu trygonometrycznego, znaj-

dziemy wielomian trygonometryczny ψ, dla którego ‖f − ψ‖2 < ε. Teraz f ⊥ ψ oraz równo±¢
‖f‖2

2 = 〈f, ψ〉 + 〈f, f − ψ〉 ≤ 0 + ‖f‖2‖f − ψ‖2 implikuj¡ ‖f‖2 ≤ ε, co przy dowolno±ci ε > 0 daje
oczekiwan¡ równo±¢: ‖f‖2 = 0.

Zbie»no±¢ SM [f ] do f w normie ±redniokwadratowej ‖ ‖2 (oznaczanej dalej ‖ ‖). Je»eli
ψ jest jak w poprzednim dowodzie, i dla uproszczenia zamiast SM [f ] zapiszemy SM , to poniewa»
f − SM [f ] ⊥ φn dla |n| ≤ M,n ∈ Z, mamy te» f − SM ⊥ ψ − SM . Z twierdzenia Pitagorasa
otrzymamy ‖f − ψ‖2 = ‖f − SM‖2 + ‖SM − ψ‖2. Wynika st¡d
Lemat o Najlepszym Przybli»eniu : ‖f−SM‖ ≤ ‖f−ψ‖, czyli w normie ±redniokwadratowejM -
ta suma cz¦±ciowa szeregu Fouriera jest bli»sza f , ni» jakikolwiek inny wielomian trygonometryczny
odpowiadaj¡cy ¢z¦stotliwo±ciom |m| ≤ M . W przypadku f ci¡gªej, okresowej -mamy dla ψ = σM
nierówno±¢: ‖f − SM‖ ≤ ‖f − σM‖ ≤

√
2π‖f − σM‖[−π,π] → 0 przy M → ∞. Z wykazanego

wcze±niej wzoru na ‖SM [f ]‖2 (z dowodu nierówno±ci Bessela) otrzymujemy ‖SM [f ]‖ ≤ ‖f‖, czyli
operator liniowy przypisuj¡cy funkcji f funkcj¦ SM [f ] speªnia w normie ±redniokwadratowej warunek
Lipschitza ze staª¡ 1. Przybli»aj¡c f speªniaj¡c¡ najogólniejsze zaªo»enia tw. o zupeªno±ci ukªadu
w normie ‖ ‖2 przez funkcje ci¡gªe okresowe, otrzymamy warto±¢ ‖f − SM [f ]‖ dowolnie maª¡ dla M
dostatecznie du»ych.


