Zebrane wiadomosci o funkcjach cigglych

Gdy D C R™ jest dziedzina odwzorowania F : D — R¥, to F(P) = (f1(P),..., fx(P)) dla P € D, czyli
odwzorowanie jest zestawieniem funkcji f1,..., fr o wartosciach skalarnych (rzeczywistych).
DEFINICJA 1°. Méwimy, ze F' jest odwzorowaniem cigglym w punkcie Py € D, jesli

Ves035>0Vpep [P — Pl <6 = ||F(P) — F(P)| <e. (1)

Tudla P = (x1,..., %) symbol ||P|| oznacza norm¢ euklidesowa || P|| = /2% + ... + x2,. Odwzorowanie
ciggle na zbiorze E C D, to odwzorowanie ciagle w kazdym punkcie Py € F tego zbioru.

Poniewaz wszystkie normy na przestrzeni skonczenie wymiarowej sa réwnowazne -definiujg te same funkcje
ciagle, zamiast || P|| mozna uzywaé np. normy maksimum: || P||max := max(|z1],. .., |Zm|), oznaczanej tez
| P|lso, lub jednej z norm o wyktadniku ¢ > 1, a mianowicie | P|l, = ¢/|z1]7 + ... + |2,,]7. Uzasadnieniem
powyzszej notacji jest prosty do sprawdzenia fakt: || P||max = limg_o || P|l4. (Sprawdzenie mniej oczywi-
stego, gdy p # 1 faktu, ze || - ||, jest faktycznie norma -pomijamy.) Odnotujmy jedynie bardzo wazne
oszacowane:

IPlloe < IIPI < VMl Pllse, (2)

dzieki ktoremu widaé¢ mozliwo$é zamiany normy euklidesowej na norme maksimum w naszej definicji
(1) -przynajmniej po prawej stronie implikacji, gdzie (przy danym ukladzie kwantyfikatoréw) zamiast
|F'(P)— F(Py)| < € mozemy umiescié ||F(P) — F(FPp)|lmax < €, co réwnowazne jest koniunkcji warunkée
|/1(P) — fi(Po)l <., [fe(P) — fu(Po)| <e.

WNIOSEK: Cigglosé¢ zestawienia F = (f1,..., fr) w punkcie P jest réwnowazna cigglosci kazdej z zesta-
wianych funkcji fj,5 =1,...,k w tym punkcie.

Zamieniajac norme réznicy || P — Py|| przez odleglosé d(P, Py) mozemy sformutowaé definicje ciaglosci w sensie
dowolnej metryki d okreslonej na zbiorze D (oraz drugiej metryki d; okreslonej na przeciwdziedzinie F'):

DEFINICJA 1°. Odwzorowanie F' : D — D; miedzy przestrzeniami metrycznymi (D, d), (D1, d;) jest ciagle
w punkcie Py € D, gdy

V€>OE|5>0VP€D d(P, Po) <= dl(F(P), F(Po)) < €. (3)

WARUNEK HEINEGO (zwany tez ciaggowa ciagloscia): Odwzorowanie F' przeksztalca dowolny ciag
punktéw P, € D zbiezny do Py w ciag (F(P,)) zbiezny do F(F).

W przestrzeniach metrycznych jest to warunek réwnowazny ciaglosci, dowdd jest taki sam, jak dla funkcji 1
zmiennej (w trudniejszym kierunku -dowodzimy nie wprost).

Whioskujemy stad, ze suma odwzorowan ciagltych , iloczyn skalarny, iloczyn funkci ciaglych - sa ciagte.
Podobnie, jak zlozenie odwzorowan ciaglych.

Dla m = k = 1 mieliémy mozliwo$¢ wykorzystywania struktury porzadku liniowego na R (zgodnego z wlasno-
Sciami topologicznymi). Niestety, brak takiej mozliwosci jest Zrédlem istotnych trudnosci. Na przyklad,
dla przedziatu D = (a,b) C R injekcja ciagla f : (a,b) — R miala ciagla odwrotna: f=! : f[D] — D.
Dla k = 2, D = [0,27) odwzorowanie okre$lone wzorem F(t) = (sint,cost) jest ciagle (na okrag jed-
nostkowy), bez ciaglej odwrotnosci. Odwzorowanie F' : D — D; nazywamy homeomorfizmem, gdy jest
to bijekcja ciagta, ktérej odwrotna: F~! : Dy — D jest tez ciagla. Méwimy wtedy tez, ze przestrzenie
metryczne (D, d) oraz (D1, d;) sa homeomorficzne. Mozna wykazaé, ze okrag nie jest homeomorficzny
z zadnym podzbiorem prostej, sfera (brzeg kuli w R?) -nie jest homeomorficzna z zadnym podzbiorem
plaszczyzny, zaden niepusty zbior otwarty w R™ nie jest homeomorficzny z zadnym zbiorem otwartym
w RF dla m # k. Co wiecej, obraz homeomorficzny zbioru otwartego D w R™ przez injekcje ciagla
F : D — R™ jest otwarty. (Jest to tak zwane twierdzenie o niezmienniczoéci obszaru.)

Warto podkresli¢, ze w odréznieniu od norm, dwie metryki d, d,. na zbiorze D C R™ nie sg na ogol rownowazne,
na przyklad dla tzw. metryki dyskretnej 6(P, Q) = 1 gdy tylko P # @, zas 6(P, P) = 0(Vpep) kazde
odwzorowanie F' : D — D; jest ciagle (co latwo zauwazyé =éwiczenie). Z kolei, zadne odwzorowanie
G : [0,1] — D rézne od stalego nie jest ciagle, gdy na odcinku [0, 1] mamy metryke eklidesowa, zas$ na
zbiorze D -dyskretna. (dowdd -za chwile). Z tego powodu, na ogél nie bedziemy rozwazaé abstrakcyjnych
metryk na obszarach w R™, pozostajac przy kontekscie definicji (1).

Jednak w ponizszym twierdzeniu wygodnie bedzie uzywaé¢ metryk. Chodzi o to, by uniknaé¢ pojecia podprze-
strzeni i zbioréw relatywnie otwartych (domknietych) -a taki sens maja punkty (c), (d). Na przyklad,
dziedzing F' moze by¢ okrag na plaszczyznie, przeciwobrazy czegokolwiek -jako podzbiory okregu, nie
beda przeciez otwarte w R2. Jedli D traktowaé jako podprzestrzen przestrzeni euklidesowej R™, to pod-
zbiorami otwartymi U w podprzestrzeni D sg dokladnie zbiory postaci U = V N D, gdzie V jest zbiorem



otwartym w R™ czyli tzw. zbiory relatywnie otwarte. Wyniknie to z punktu (c) ponizszego twierdzenia,
bo odwzorowanie inkluzji: jp : D 3 P — P € R™ jest ciagle (jest to izometria, wiecc mamy warunek
Lipschitza), przeciwobrazem jest odpowiednie przecigcie: j,'[V] =V N D.

TWIERDZENIE. Niech F bedzie odwzorowaniem przestrzeni metrycznej (D, d) o wartosciach w przestrzeni
(D1,dy). Nastepujace warunki sa réwnowazne:

a) Odwzorowanie F jest ciaglte w kazdym punkcie Py przestrzeni D,

b) Vp,ep idla kazdego otoczenia W punktu F(FPy) w przestrzeni (Dq,d;) istnieje otoczenie: U punktu
Py, ktérego obraz zawiera sie w W, czyli F[U] C W.

¢) Przeciwobraz kazdego zbioru otwartego w przestrzeni (D1, d;) jest otwarty.

d) Przeciwobraz kazdego zbioru domknigtego w przestrzeni (D1, d;) jest domkniety.

e) Obraz domknigcia E dowolnego podzbioru E C D zawiera si¢ w domknigciu obrazu: F[E] C F[E].

[Dowéd] (a = b): Zbiér W zawiera pewna kule K(F(Py),e) = {y € Dy : di(F(P),y) < €}. Z warunku
ciaglosci (3) dobieramy 6 > 0. Dla U = K(Fy,d) = {P € D : d(Py, P) < ¢} inkluzja F[U] C K(F(Fp),¢€)
jest przeformutowanym warunkiem ciaglosdci: (3). Wystarczy teraz skorzystaé z relacji K (F(FPy),e) C W
i z przechodnio$ci inkluzji.

(b = ¢): Jedli zbior W C Dj jest otwarty oraz Py € F7'W, to F(Py) € W oraz W jest otoczeniem tego
punktu, dla W dobieramy U -otoczenie Py tak, jak w (b), stad U C F~[W], co dowodzi otwartosci tego
przeciwobrazu.

(¢ = d): Zbiér K jest domkniety (w przestrzeni metrycznej (D1, dq)) wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopelnienie,
czyli zbiér W := D \ K jest otwarty. Ale jego przeciwobrazem jest zbiér U := D\ F~1[K], otwarty na
mocy (c). Domknigtosé F~1[K] wynika teraz z otwartodci U. -

(d = e): Korzystamy z prostego faktu: domkniecie jest zawsze zbiorem domknietym. Dla K = F[E] mamy
zbiér domkniety: F~1[K] zawierajacy caly zbiér E. Domkniecie jest najmniejszym sposréd domknigtych
nadzbioréw, wiec E C F~1[K]. Obktadajac te inkluzje przez operacje brania obrazu, otrzymamy F[E| C
F[F7lK]|C K.

(e = a): Tym razem -proponuje nie wprost: gdyby w pewnym punkcie Py nie bylo ciaglosci, to przy pewnym
€0 > 0 znajdziemy (dla § = %) punkty P, € D takie, ze d(P,, Py) < %, ale di(F(P,), F(Py)) > €. Gdy
E={P,:n €N}, to Py € E, ale odleglos¢ F(Py) od obrazu: F[E] jest > €y, wobec czego ten punkt nie
lezy w domknieciu F[E], wbrew zalozeniu. [Q.e.d.]

W zbiorze dwuelementowym D; = {0,1} metryka euklidesowa pokrywa sie z metryka dyskretna, a w tej
ostatniej dowolny punkt jest kulg otwarta o promieniu r = %, wiec jest otwarty. Kazdy podzbiér prze-
strzeni dyskretnej jest otwarty -a (dzigki otwartosci jego dopelnienia) réwniez -domkniety. Wykazane
w poprzednim fragmencie twierdzenie o spéjnosei [0,1] dowodzi dzieki warunkom (c), (d) -stosowanym
do przeciwobrazéw F~1[{0}] , F~1[{1}], ze sa to dwa relatywnie otwarte, roztaczne podzbiory odcinka,
dajace w sumie caly [0,1]. Jeden z nich musi wiec by¢ pusty. F' musi wiec byé stala. Analogiczne rozu-
mowanie mozna przeprowadzi¢ dla dowolnej przestrzeni dyskretnej D, -wykazujac, ze przeciwobraz tylko
jednego zbioru jednopunktowego {q} moze by¢ niepusty. (rozwazamy wéwczas zbiory relatywnie otwarte,
roztaczne F~1[{q}] oraz F~1[D; \ {¢}], ktérych suma mnogoéciowa jest [0,1], gdy F : [0,1] — D; jest
ciagte.

Przypomnijmy, gdy D jest podprzestrzenia przaestrzeni euklidesowej R™, to zbiory otwarte w D jako prze-
strzeni metrycznej (z zawezona do D metryka euklidesowa) -to takie zbiory E C R™, ktére sa relatywnie
otwarte w zbiorze D, czyli postaci V N D, gdzie V jest pewnym podzbiorem otwartym w R™. Jedynie
wtedy, gdy D jest otwartym podzbiorem R™, pojecia zbioréw: otwartych relatywnie (wzgledem D) oraz
otwartych w R™ i zawartych w D sa réwnowazne. Faktycznie, przeciecie dwu zbioréw otwartych jest
zbiorem otwartym.

Jest pare réwnowaznych definicji przestrzeni spéjnych i spéjnych podzbioréw w przestrzeni euklidesowej (na
razie interesuja nas te ostatnie).

DEFINICJA S1 Przestrzen metryczna D jest spdjna, gdy jedynymi jej podzbiorami réwnoczeénie otwartymi
i domknietymi sa () oraz D. Réwnowaznie, nie istnieja zbiory niepuste, otwarte (w przestrzeni D) i
roztaczne W, U takie, ze D =U UW.

DEFINICJA S2 Przestrzen metryczna D jest spojna, gdy jedynymi odwzorowaniami ciagltymi o warto-
Sciach w przestrzeni dyskretnej sa odwzorowania state. (w tym przypadku wystarczy ograniczy¢ sie do
przestrzeni dyskretnych dwupunktowych {0, 1}

Zbiory spdjne w przestrzeni metrycznej, to zbiory, ktére sa spdjne jako podprzestrzenie danej przestrzeni
metrycznej. Sa to wiec takie podzbiory D, w ktorych jedynymi relatywnie otwartymi i réwnoczesnie



relat. domknigtymi podzbiorami sg () oraz D. Réwnowaznie, D nie jest suma dwu niepustych, roztacznych
relatywnie otwartych podzbioréw.

Lemat: Gdy zbiory Dy, Ds C R™ sa spdjne oraz D1 N Dy # 0, to Dy U D jest zbiorem spdjnym. (najltatwiej
wynika to z Sa).

TWIERDZENIE 1 Obraz przestrzeni spojnej przez odwzorowanie ciagle jest zbiorem spdjnym.

TWIERDZENIE 2 Zbiér otwarty D C R™ jest spdjny wtedy i tylko wtedy, gdy kazde dwa jego punkty
mozna polaczy¢ tamang zawarta w D.

TWIERDZENIE 3 Obraz zbioru spéjnego, domknietego i ograniczonego D przez funkcje ciaglta f: D — R
jest przedzialem domknietym postaci [m, M], gdzie m = min f[D], M = max f[D].

Szkic dowodéw: (1) Nie wprost: gdyby F[D] byl niespéjny, to istnieje ® : F[D] — {0,1} -rézne od stalej
odwzorowanie ciagle o warto$ciach w dwupunktowej przestrzeni dyskretnej. ® o F' tez nie bedzie stale, a
ciaglos¢ jego jest oczywista.

(2) Jezeli D jest otwartym podzbiorem R™, ustalmy Py € D i niech

G:={P € D: P mozna potaczyé *amang z Fp}.

Oczywiscie, G # 0, bo Py € G. Jedli wykazemy, ze zaréwno G jak i D \ G sa relatywnie otwarte (w
przypadku otwrtego D -po prostu -otwarte w R™), to ze spdjnosci wyniknie, ze G = D. To da jedna
z implikacji. Faktycznie, gdy [Po; Pi;...; P;j] C D oznacza odpowiednig tamang laczaca Py z Pj, to z
otwartosci D, punkt P; zawiera si¢ tam wraz z pewng kulg U i kazdy punkt P;; z tej kuli laczymy
odcinkiem zawartym w U C D punktem P;, otrzymujac tamang ztogong z j + 1 odcinkéw, taczaca Py z
Pj i1, zawarta w D, stad U C G, co daje otwartos¢ G. Zamiast otwartosci D \ G, wykazemy relatywna
domknieto$é G (tu nie mozna opusci¢ stowa "relatywna”). Tak wiec, gdy @ € D oraz dowolnie blisko
Q@ sa punkty postaci P; nalezace do G, wybierzmy taki punkt P; zawarty w pewnej kuli o $rodku @
zawierajacej si¢ w zbiorze otwartym D. Teraz odcinek taczacy P; z (Q zmieSci si¢ w zbiorze D i dotaczajac
go do poprzednio uzytej lamanej -otrzymamy tamang laczaca punkty P, oraz Q.

Implikacja przeciwna wynika z lematu. Dokladniej, wynika z niego spéjnos¢ tamanej. (Mozna tez skorzystaé
z faktu, ze tamana jest obrazem odcinka przez odwzorowanie ciagle.) Teraz mozna jeszcze wykazaé jeden
lemat: gdy dla kazdej pary punktéow P, Q) € D istnieje zawierajacy je spéjny podzbiér A przestrzeni D,
to przestrzen jest spdjna. W przeciwnym przypadku dla pewnego odwzorowania ciagtego F': D — {0,1}
o wartoSciach w przestrzeni dyskretnej jest F'(P) # F(Q). Zawezenie F' do podprzestrzeni A jest ciagle,
nie jest stale, co w my$l S2 przeczy spéjnosci A.

(3) Uzyjemy twierdzenia Bolzano-Weierstrassa, by wykazaé osiaganie wartosci M := supp, f oraz m :=infp f
-co zapewni ograniczono$¢ f i nalezenie wartosci m oraz M do obrazu. Na przyklad, istnieje ciag P, € D
taki, ze f(P,) — M. Wybierajac (dzigki tw. B-W) podciag zbiezny, powiedzmy P,, — Py, z ciagloci
(war, Heinego), otzymamay f(P,,) — f(P4+), ale jako podciag zbieznego ciagu liczbowego, zmierza on
réwniez do M. Stad f(Py) = M inf(D) C R. Latwo sprwadzié¢ (nie wprost), ze spdjny podzbiér R, jakim
dzieki Tw.1 jest f(D), musi by¢ przedzialem. Jego konicami sa wiec m, M.

Analogicznie wykazuje si¢ nastepujace:

TWIERDZENIE 4 obraz przez odwzorowanie ciagte zbioru domknigtego i ograniczonego w R™ jest do-
mkniety i ograniczony.

Twierdzenia 1, 4 stanowig uogdlnienia wtasnosci Bolzano - Darboux finkcji cigglych na przedziale oraz twier-
dzenia Weierstrassa o ograniczonosci o osiaganiu kresow przez funkcje ciggte na domknietych i ograni-
czonych podzbiorach osi liczbowej R.



