Uzupetnienia do wyktadu z analizy matematycznej, 05.111 2013

Przy okazji omawiania catek nieoznaczonych zauwazytem, ze (zwtlaszcza dla studentéow z
poprzedniej czedci B I roku matematyki) warto omowié¢ przedtuzanie funkeji ciggtych. Sfor-
mutowaé je mozna bez zmian w ogbélnym kontekscie przestrzeni metrycznych, ale na razie
wystarczy rozwazaé podzbiory D, XY zawarte w osi liczbowej R. (W ogélniejszej sytuacji
trzeba zaktadaé¢, ze Y ma te wlasno$c¢, ze kazdy ciag Cauchy’ego lezacy w Y ma granice w
Y, codlaY C R oznacza, ze zbidr Y jest domkniety. W ogdlnej sytuacji -nasze zatozenie o
Y oznacza zupelnosé przestrzeni metrycznej Y i w miejsce modutow z réznic nalezy wpisaé
odleglosci w sensie odpowiedniej metryki, nic wiecej nie ulegnie zmianie.)

W analizie spotyka sie pare typoéw twierdzen o przedhuzaniu, zawsze jednak pojecie
przediuzenia jest takie samo (odwrotne do pojecia restrykeji, czyli zawezenia):

Definicja 1 Odwzorowanie F' : X — Y jest przedltuzeniem odwzorowania f :
D —Y,gdyDC X orazx € D = F(x) = f(x). Innymi stowy, dziedzina f jest pod-
zbiorem dziedziny F, za$ zawezenie F|p jest rowne f. Mozemy skrétowo zapisaé: F D f.
Przedtuzenie ciggte, to takie ' D f, dla ktorego odwzorowanie F' jest ciggle (w sytu-
acjach, gdy mozna mowié o cigglosci)

Oczywiscie, bez zaktadania czegos o F', wystarcza w jakikolwiek sposob okresli¢ wartosci
F(z) dla z € X \ D, co nie jest ani jednoznaczne (w sensie twierdzenia ponizej), ani
ciekawe. Natomiast w specjalnych sytuacjach jest co najwyzej jedno (albo dokltadnie jedno)
przedtuzenie ciggtle.

Przypomnijmy, ze zbor D C X jest gesty w X, gdy kazdy element zbioru X jest
granicg pewnego ciaggu elementow zbioru D.

Twierdzenie 1 (JEDNOZNACZNOSC PRZEDLUZEN CIAGLYCH)JeZeli F': X — Y oraz
G: X — Y sq przedtuzeniami cigglymi tej samej funkcji f : D — Y, o dziedzinie D gestej
wX, to F=G@G.

(Dowob:)

Dla dowolnie ustalonego z € X znajdziemy ciag o wyrazach x, € D zbiezny do x. Poniewaz
F|p = f = G|D, dla kazdego n mamy F(z,) = f(z,) = G(zy). Ale z warunku Heinego (réw-
nowaznego ciagtosci) mamy lim F'(x,) = F(z) oraz im G(z,) = G(x). Z tw. o jednoznacznosci
granicy ciagu wynika wiec nasza teza: F(z) = G(z). O

Oczywiscie, pewne funkcje ciggle nie maja przedtuzen ciagtych. Na przyktad, dla R, :=
R\ {0} funkcja fo : R, — R okreslona wzorem fy(z) = sgn(x) nie jest przedtuzalna do
funkcji ciaglej na R, choé zbior R, jest gesty w R. Podobnie jest dla f(z) = %

W przypadku zbioréw ograniczonych D C R, jesli rozwazymy najwiekszy zbior X C R,
w ktorym D jest gestym podzbiorem (czyli domkniecie zbioru D), to X bedzie zbiorem
domknietym i ograniczonym, a wowczas twierdzenie Cantora gwarantuje jednostajng cig-
glod¢ funkcji F' ciaglych na X. Ale f -jako restrykcja, F|p = f tez musi by¢ jednostajnie
ciagla -na zbiorze D. Otrzymamy wigc jako warunek konieczny na istnienie przedlu-
zen cigglych -jednostajna ciagtos¢. Jest on tez wystarczajacy -nawet bez zaktadania

ograniczonosci D:

Twierdzenie 2 (ISTNIENIE PRZEDLUZEN CIAGLYCH) Kazde odwzorowanie jednostaj-
nie ciggte f : D — Y na podzbiorze gestym D w zbiorze X ma przedtuzenie ciggle
F:X —=Y,o0ileY jest zbiorem domknietym w R.



(DowoOD:) Dla ustalonego dowolnie x € X istnieje ciag o wyrazach z,, € D zbiezny do =
(powiemy: cigg aproksymugjgcy punkt x). Wybierzmy jeden z takich ciagéw. Jesli ciag (f(zy)) be-
dzie spelnial warunek Cauchy’ego (=Teza 1), to bedzie on zbiezny (z tw. Cauchy’ego) -woéwczas
jego granice oznaczmy symbolem F'(z). Aby taki zapis byl poprawny, trzeba dodatkowo sprawdzié
niezalezno$¢ lim f(x,) od wyboru ciagu aproksymujacego = (=Teza 2). Dla = € D jako aproksy-
mujacy go ciag bedziemy mogli wybraé ciag staly -co da w takim przypadu réwnosé F(x) = f(x).
Wéwezas F' bedzie przedtuzeniem f (ciaglym). Pozostanie do wykazania jednostajna ciaglo$é
(Teza 3). Dowdd podzielilismy wiec na 3 etapy:

Teza 1 Obraz ciggu Cauchy’ego przez odwzorowanie jednostajnie ciggte jest ciggiem Cau-
chy’ego

(Dowo6D:) Ustalmy dowolne € > 0. Mamy znalez¢ miejsce ng € N, poczawszy od ktérego” (czyli
takie, ze dla dla n, k > ng ) bedzie | f(z,) — f(xr)| < e. Warunek jednostajnej ciaglosci f méwi, ze
dla naszego € mozemy dobraé liczbe 6 > 0 tak, by |f(s) — f(t)| < € oile tylko s,t € D,|s —t| < J.
Poniewaz (z,,) spelnia warunek Cauchy’ego (w ktérym zamiast € weZzmiemy ¢), znajdziemy takie
ng, poczawszy od ktérego |z, — x| < J. Podstawiajac za t wartosci z,,, za$ za s -wartodci zy,
mamy Y, gsno|f(2n) — f(zr)| < €, co dzieki dowolnosci € > 0 koficzy dowdd tej tezy. Zauwazmy
jeszcze, ze dzigki domknietosci zbioru Y, granica ciagu o wyrazach f(zy) nie tylko istnieje w R,
ale rowniez nalezy do Y. [J

Teza 2 Gdy f : D — Y jest jednostajnie ciggla, oraz ciggi o wyrazach x,,x,, € D sq

obydwa zbieine do tego samego x, przy czym f(x,) — y oraz f(zl) — ', toy =y .
OWOD: starczy skonstruowac ciag zbiezny (z,), ktorego podciggami zarowno ., , ja
Dowop:) Wy, y sk ¢ ciag zbiezny ktérego podciagami beda zard n» Jalk

i x,, 1 nastepnie skorzystaé¢ z poprzedniej tezy. Dokladniej, niech 29, = x,, oraz z9,41 = z,. Ciag
ten jest, jak tatwo sprawdzié, zbiezny do x, spetnia wiec warunek Cauchy’ego. W mysl poprzedniej
tezy 1, ciag f(zr) ma granice przy k — oo. Ale zaréwno vy, jak i ¢’ sa jego punktami skupienia,
co daje réwnosé y = y/. O

UWAGA! Dzigki tezom 1 i 2 otrzymujemy poprawnie okreslone odwzorowanie F' : X — Y
przedtuzajace f. W dowodzie tezy 3 wykorzystamy jedynie ” ciagto$¢ ograniczona do podzbioru DU
{zo} dla kazdego x¢ € X7, oznaczajaca, ze dla x € D dostatecznie bliskich punktowi xy wartosci
F(x) (czyli f(z)) sa dowolnie bliskie wartoéci F'(xg). Taka ”okrojona ciaglo$é” uzyskalismy dzieki
metodzie konstrukcji wartosci F'(xp).

Teza 3 Przedluzenie ciggle F' O f funkcji jednostagnie cigglej jest jednostajnie ciggle.

(Dowo6D:) Idea dowodu polega tu na zastapieniu punktéw «, 3 € X przez dostatecznie bliskie
punkty a,b € D, z wykorzystaiem jednostajnej ciaglosci na zbiorze D. Majac zadane ¢ > 0 do-
bierzmy ¢ > 0 takie, by dla a,b € D spelniajacych nieréwnos¢ |a — b| < § bylo |f(a) — f(b)] < 5.
Dla dowolnej pary punktéw a, 8 € X takich, ze |a—f| < % znajdziemy jakie$ punkty a,b € D spel-
niajace warunki: |a —a| < g oraz |3 —b| < g. Takie punkty a, b mozemy znajdowaé¢ dowolnie blisko
punktéw a, 3 -tak blisko, by |f(a) — F(a)| < § oraz | f(b) — F/(B)| < § -to dzigki cigglosci F' (rozu-
mianej w ograniczonym sensie- ciagltosci na zbiorach DU{«a} oraz DU{3}). Z nieréwnosci tréjkata
mamy tez a—b| = [(a—a)+(a—F)+(8-0)| < 3% = 6, wiec [f(a) — f(b)| < §. Teraz wypisujemy
analogiczne oszacowanie typu |F(a)—F(8)| < |f(a)—=F(a)|+|f(a)—f(b)|+]f(b)—F(8)] < 3 = £e
zachodzace przy powyzszych zatozeniach.[]

Jeszcze prostszy jest dowdd tezy 3 w przypadku, gdy jednostajna ciaglosé jest wnioskiem z wa-

runku Lipschitza, czyli gdy Va,b € D zachodzi oszacowanie przyrostu wartosci f poprzez przyrost
argmentu (pomnozony przez pewna stalag C' > 0 jednakowa dla calego zbioru D):

£ (b) = fla)] < C[b—al.



Wtedy oszacowania z ta sama stalg otrzymamy dla ciaglego przedtuzenia F O f, dzieki twierdze-
niu o zachowaniu stabych nieréwnosci po przejsciu do granicy ciagow.

Mozna zapytaé, co sie stanie po ominieciu zalozenia o domknietosci Y (dla Y C R, lub zaloze-
nia o zupelnosci Y w przypadku przesrzeni metrycznych z pewna metryka d: Y xY — R;). Tym
razem wystarczy “przedtuzyé¢ Y” -a bardziej poprawnie, zastapi¢ Y przez tzw. uzupelnienie Y
przestrzeni Y. Okazuje sig, ze zawsze przestrzen metryczna (Y, d) mozna traktowaé jako podzbiodr
pewnej przestrzeni zupelinej ()7, J), ktora jest w dodatku wyznaczona jednoznacznie z doktadno-
Scig do izometrii (réwnej identycznodci na Y'), o ile zazadamy, by Y byta gestym podzbiorem w
Y. Nota bene, takie izometrie konstruujemy dzigki twierdzeniu o przedluzaniu - tu dla odwzoro-
wania Y € y — y € Vi do (izometrii) J : Y — Y1, gdy Y Vi sg dwoma uzupelnieniami tej samej
przestrzeni (Y, d). W przypadku Y C R wystarczy po prostu wziaé Y=Y (domkniecie zbioru Y),
z metryka euklidesowa d(s,t) = |t — s|. Tak wiec, w przypadku ”niezupelnym” przedtuzenie ciagte
Fdla f: D —Y jest jedynie wtedy mozliwe, jeéli dopuscimy, by F' przyjmowalo wartosci w Y.

Sa jeszcze inne twierdzenia o przedluzaniu -ze zbioréw domknietych (przedluzenia ciagle, a
nawet przedtuzenia klasy C*)- juz bez jednoznacznoéci.

W przypadku funkcji analitycznych (réwnych w pewnym otoczeniu dowolnego punktu zg z
dziedziny D sumie swojego szeregu Taylora: f(z) = >0 % ™ (20)(2—20)") -gdy D jest otwartym
podzbiorem R, istnieje przedtuzenie analityczne do pewnego zbioru otwartego €2 na plaszczyznie
zespolonej C -i to jednoznaczne -przynajmniej, gdy € jest tzw. obszarem jednospdjnym (czyli
nierozcinajacym plaszczyzny). Z drugiej strony, przedluzenia analityczne dla takich funkcji, jak
pierwiastek kwadratowy, czy logarytm naturalny- na obszar C\ {0} nie sa ciagle- poruszajac sie
wzdhiz okregu jednostkowego napotkamy po pelnym obrocie na ”skok”. Aby uniknaé¢ méwienia
o "funkcjach wielowartoéciowych” -B. Riemann wprowadzil pojecie rozmaitosci zespolonej (tzw.
powierzchnie Riemanna), powstala tez zwigzana z tym geometria riemannowska, stanowiaca np.
podstawe ogdlnej teorii wzglednosei.

W czasie studiéw poznacie jeszcze Panstwo twierdzenie o przedtuzaniu funkcjonaléw linio-
wych ( z réwnoczesnym zachowaniem liniowosci i pewnych oszacowan) wykazane niezaleznie przez
Hahna i Banacha.

Jedynie w algebrze liniowej przedtuzanie liniowe (gdzie liniowos$é F jest jedynym postulatem)
jest proste (o ile mamy mozliwo$é konstrukeji bazy). Jako éwiczenie prosze zauwazy¢, ze podzbior
D w przestrzeni liniowej X (nad cialem R) jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy
kazda funkcja f : D — R ma przedluzenie do odwzorowania liniowego F' : X — R. Z kolei, D
jest podzbiorem liniowo generujacym (rozpinajacym) X, gdy zachodzi jednoznacznosé tego typu
przedhuzen liniowych.



