Wistepne uwagi o przestrzeniach metrycznych

Przypus$émy, ze w zbiorze X mozna kazdej parze punktéw a,b € X przypisac ich odlegloéé, oznaczang przez
d(a,b) w taki sposéb, by wartosci d(a,b) € [0,400) i aby spelnione byly 3 warunki (aksjomaty przestrzeni
metrycznej):

1. d(a,b) =0 < a =1,
2. d(b,a) = d(a,b) oraz
3. d(a,c) < d(a,b) +d(b,c).

Wowezas pare (X, d) nazywany przestrzenia metryczng. Zdefiniujemy kule otwarta K (z,r) o srodku
w punkcie zg i promieniu 7 > 0 jako zbior

K(zg,7) ={y € X : d(zg,y) <r}.

Na przyklad, d(s,t) = [t — s| okreSla "metryke euklidesowa’” w R (jak réwniez w C). W przestrzeni
euklidesowej R? dla s = (v,y,2),t = (v1,91,21) jako odleglo$é (tez czesto oznaczana jako |t — s, lub
jednym z symboli: ||t — s|| , czy tez ||t — s||2) bierzemy

Ve =212+ (y —y1)? + (z — 21)2

Mozna podaé¢ mnéstwo innych metryk, chociazby biorac d.«(s,t) = min{d(s,t),1}, lub d.(s,t) =
d(s,t)

1+;(s,t)’

z metryka d. Wygodnie bedzie wprowadzi¢ pojecie podprzestrzeni (G,d) w przestrzeni metrycznej

(X, d), jako zbioru G C X z metryka d zawezong do zbioru G x G.

otrzymamy z metryki d inne dwie metryki w pewnym sensie (okreslonym ponizej) réwnowazne

Definicja 1 Mdéwimy, zZe ciag punktow x,, € X jest zbiezny wedlug metrykid: X x X — [0,+00) do

punktu xog € X, piszgc wowczas Ty, < Zg, lub gdy wiadomo, o jakg metryke chodzi -po prostu x, — xq lub
xo = lima,, jezeli cigg (liczbowy) odleglosci: d(xy,xg) zmierza do zera w zwyklym sensie. Dwie metryki
uwazamy za rownowazne, gdy zbieinosci przez nie podyktowane sqg rownowazne

Mozna wykazaé, ze dla dowolnych norm na przestrzeni n-wymiarowej R™ (dla n € N) metryki przez nie
generowane, tzn. okreslone wzorami typu

d(s,t) = ||t — s]| (1)

sa réwnowazne. (Sytuacja jest diametralnie odmienna w przestrzeniach nieskoficzenie wymiarowych, gdzie
punktami sa np. pewne funkcje o wartodciach rzeczywistych okreslone na zbiorach nieskoficzonych.)

Definicja 2 Ciqg (x,) w przestrzeni X z metrykqg d speinia warunek Cauchy’ego, jezeli
Ves0ImenVne M <n <k = d(z,,z) <e.

Innymi stowy, od pewnego miejsca odleglosci miedzy wyrazami ciggu stajg sie dowolnie male. Mowimy,
ze przestrzen X jest zupetna, gdy kazdy ciqg speiniajocy warunek Cauchy’ego jest zbieiny. Przestrzen
Banacha — to taka przestrzen wektorowa unormowana, ktora jest zupelna wzgledem metryki generowanej
przez norme tej przestrzeni wzorem (1).

Definicja 3 Odwzorowanie F : X1 — X pomiedzy przestrzeniami metrycznymi (X1,dy) oraz
(Xa,ds) jest ciagle w punkcie xg € X1, gdy

Ves03550Veex, di(x, x0) < 0 = do(F(x), F(x0)) < €. (2)

Cigglo$é F w punktach podzbioru D C X1 oznacza cigglosé w kazdym (7z osobna”) punkcie tego zbioru D.
Odwzorowanie F jest jednostagnie ciagte na przestrzeni (X1,dy), jezeli zachodzi warunek:

Ve>035>0Vz,yex, di(z,y) <0 = do(F(x),F(y)) <e. (3)

Cialos¢ w punkcie zg jest réwnowazna warunkowi Heinego: x, — xo = F(x,,) — F(z¢). Dowdd, znany
Pantwu z przypadku euklidesowego dla X = Y = R, przenosi si¢ niemal bez zmian- zamiast modutéw
réznic trzeba uzyé odleglodci w sensie odpowiednich metryk (i tyle). Latwo wywnioskowaé stad (dla X
dowolnej, Y = R -euklidesowej), ze suma, iloczyn, czy tez iloraz funkcji ciaglych sa ciagle (poza miejscami
zerowania sie funkcji z mianownika).



UWAGA! Warunek ciaglosci restrykeji F'|p oznacza ciaglto$é w podprzestrzeni D i na ogdl nie implikuje
on ciaglosci F' traktowanej jako odwzorowanie ze zbioru X w punktach zbioru D. Na przyktad, gdy F
jest funkcja charakterystyczna zbioru D = [1,400), to F|D jest stala, ale dla X =Y = R funkcja F' ma
skok w punkcie 1. Jest w miare oczywiste, ze restrykcja do podprzestrzeni funkcji ciaglej jest ciagla na tej
podprzestrzeni. Podobnie jest dla jednostajnej ciaglodci (ktéra implikuje ciaglosé).

Definicja 4 Podzbiér Wy przestrzeni metrycznej (X, d) jest otoczeniem punktu xo € X, gdy do Wy
nalezq wszystkie punkty ”dostatecznie bliskie” punktowi xq, tzn. gdy

Fsso0Veex d(z,mo) <6 = x € Wp.

Zbior otwarty, to podzbior W przestrzeni X, ktory jest otoczeniem kazdego swojego punktu. Mowimy, Ze
zbior A C X jest domkniety, gdy jego dopelnienie w X, czyli zbiér X \ A jest otwarty. Domknieciem
zbioru E C X nazywamy najmniejszy domkniety nadzbior zbioru E. Zbior gesty w przestrzeni X, to taki
podzbior, ktorego domknieciem jest cala przestrzen X.

UWAGI: Na og6l wigkszos$¢ zbioréw nie jest ani otwarta, ani domknieta. W przypadku metryki eukli-
desowej 1 przedzialéw otwarto$é w sensie zwyklym (porzadkowym) jest réwnowazna otwartosci metryczne;j.
Ale trzeba uwazaé na konce przedzialéw réwne +oo: pédlproste -np. [2,+00) sa domkniete. O$ rozszerzona
o punkty w nieskonczonosci mozemy tez zmetryzowadé, przyjmujac na przyktad,

do(s,t) = |arc tg(s) — arc tg(t)]

dla s, ¢ skoficzonych i granice tych wyrazeh w pozostalych przypadkach, np. do(s, +00) = lim,—, 40 do(s, x),
ds(—00,4+00) = m. W tej metryce na R = [—00, +00] zbiér [2,+00) juz nie bedzie domkniety. Tradycyjna
definicja warunku z,, — 400 jest réwnowazna warunkowi lim dy(z,,, +00) = 0.

Jedynie dla dwu zbioréw w przestrzeni (X, d) otwarto$é (i réwnoczesnie domknieto$é) sa oczywiste: dla
zbioru pustego i dla calej przestrzeni. Czy jeszcze jakie$ zbiory zawsze sa otwarte, niezaleznie od specyfiki
metryki? Jak sama nazwa wskazuje, takie powinny byé kule otwarte, K (z,r) = {y € X : d(z,y) <r}.

Lemat 1 W przestrzeni metrycznej kazda kula jest zbiorem otwartym.

Dowdéd:Faktycznie, niech y bedzie dowolnym elementem kuli K := K (z, 7). Wystarczy znalezé § > 0 takie, by
K(y,8) C K(z,r). Warto$¢ 6 mozna odgadnaé z rysunku. Mozliwie najwieksza jest 6 = r—d(z,y). Mamy § > 0, gdyz
d(z,y) < r. Teraz dla z € K(y,d) mamy z nieréwnosci tréjkata d(z, z) < d(z,y)+d(y, z) < d(z,y)+(r—d(z,y)) =r,
wiec faktycznie z € K (x,r).

Odleglo$é punktu z od zbioru (niepustego) E C X oznaczmy symbolem dist(z, E) i zdefiniujmy jako kres
dolny:

dist(z, F) = inf{d(z,z) : = € E}.
Zauwazmy, ze dist(z,{y}) = d(z,y) i gdy E jest zbiorem skoriczonym, to z ¢ F < dist(z, E) > 0. Dla zbioréw
nieskoriczonych juz tak by¢ nie musi (np. odlegto$é granicy ciagu od zbioru jego wyrazéw wynosi zero).

Lemat 2 Wykazemy, zZe domkniecie zbioru E jest nastepujgcy zbior:

E={x0€ X :3;,er — cigg zbiesny taki, ze xo = limzx,}. (4)

Szkic dowodu: Aby sprawdzié, ze E C E -wystarczy majac dowolnie zadany punkt eq € E rozwazyé ciag staty,
biorac =, = eo. Sprawdzmy teraz domknieto§é zbioru E, czyli otwartoéé jego dopeknienia. Jedli yo ¢ E, to nalezy
znalezé liczbe 6 > 0, dla ktérej wszystkie punkty y lezace blizej, niz 6 sg poza zbiorem E.

W tym celu wygodnie jest najpierw zauwazy¢, ze dla y € X zachodzi réwnowaznosé:

y€E < 3550 K(y,6) NE =10. (5)

Faktycznie, dla ciagu punktéw y,, € E zbieznego do y przy dowolnie ustalonym § > 0 mamy d(yn,y) < § dla prawie
wszystkich n, a poniewaz takie y, leza w EN K (y, d), zadna z tych kul nie bedzie zawieraé sie¢ w X \ E. Na odwrét,
gdy nie zachodzi warunek po prawej stronie badanej réwnowaznosci (4), to dla § = % znajdziemy przynajmniej
jeden element (oznaczmy go jako yn) w zbiorze K (y, %) N E. Oczywiscie, d(y,yn) < % — 0, wigc y = limy,, czyli
yeE.

Dla zakonhczenia dowodu domknietosci E wystarczy sprawdzié, ze gdy K(y,d) C X \ E, to réwniez K(y,d) C
X\ E. W przeciwnym przypadku mielibyémy przynajmniej jeden punkt z € K (y, d) nalezacy do zbioru E, wiec dla
pewnego ciagu punktéw y, € E byloby z = limy,. Dla n dostatecznie duzych bytoby d(z,yn) < 6 — d(y,z) = r,
przy czym K(z,7) C K(y,0) C X \ E, co jest sprzeczne z warunkami: y, € E oraz y, € K(z,7).

Aby wykazaé, ze E jest najmniejszym z domknietych nadzbioréw trzeba sprwdzi¢, ze gdy F jest domknietym
nadzbiorem FE, za$ V,, ©,, € E,limd(zn,zo) = 0, to musi byé¢ xg € F. W przeciwnym przypadku do zbioru otwartego



X \ F nalezal by zar6wno punkt zo, jak i pewna kula K(zo,r),r > 0. Z kolei, do tej kuli naleze¢ powiny prawie
wszystkie z,, wiec dla dostatecznie duzych n bedzie z, € X \ FF C X \ E, wbrew zalozeniu. O

Zbiér wystepujacy w réwnosci (4) jest nazywany domknieciem ciagowym zbioru E. W przestrzeniach
topologicznych stanowiacych uogélnienie przestrzeni metrycznych, moze zdarzy¢ sie, ze domkniecie jest
istotnie wieksze, niz domknigcie ciagowe.

W jednowymiarowej przestrzeni euklidesowej R opis wszystkich zbioréw otwartych jest dosé prosty:

Twierdzenie 3 Zbior G C R jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy G jest sumg skonczonej lub przeli-
czalna rodzina przedzialow otwartych J,, ktore sq parami rozlgczne.

Dowdéd: Z definicji zbioru otwartego wynika, ze zawsze jest on suma mnogos$ciowa pewnej rodziny kul otwartych.
Suma mnogosciowa przedzialéw otwartych zawierajacych wspdlny punkt i zawartych w G jest nadal przedziatem
otwartym zawartym w G, wiec kazdy punkt z € G zawiera sie w maksymalnym przedziale otwartym (oznaczmy go
G.) zawartym w zbiorze G. Co wiecej, dla dowolnej pary punktéw z,y € G jest albo G, = Gy, albo G, N Gy = 0.
(Bo gdy Go NGy # 0, to Gx U Gy jest przedzialem otwartym zawierajacym kazdy z tych punktéw i korzystamy
z wlasnosci elementéw maksymalnych wzgledem relacji zawierania.) Poniewaz x € G5, wiec réwno$é Gy = Gy
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy « € Gy i jezeli E C G jest zbiorem majacym doktadnie po jednym punkcie
wspélnym z kazdym ze zbioréw z rodziny G, : x € G, to

G=JG., #E<N

zeE

Przeliczalno$é (lub skoniczono$é) zbioru E wynika stad, ze dzieki gestosci (i przeliczalnosci) zbioru liczb wymiernych,
kazda rodzina parami rozlacznych przedzialéw jest co najwyzej przeliczalna. Dowodziliémy tego na I semestrze,
rozwazajac zbiér punktéw niecigglosci funkeji monotonicznej. O.

Nieciekawym (z punktu widzenia topologii) przykladem przestrzeni metrycznej na dowolnym niepustym
zbiorze X jest tzw. przestrzen dyskretna, gdzie metryka przyjmuje jedynie skoriczong ilo$é wartosci (np.
0,1). Wowczas kazdy punkt x € X jest tez kulg: {x} = K(z,r), gdzie 0 < r < p, gdzie p jest najmniejszq z
niezerowych wartosci przyjmowanych przez d na zbiorze X x X. Co za tym idzie, kazdy zbior jest tu otwarty
(i zarazem -domkniety), kazdy cigg zbiezny do x jest od pewnego miejsca staly, réwny x. Kazde odwzorowanie
o dziedzinie X jest ciggle. Domkniecie podzbioru jest réwne temu podzbiorowi. Z kolei, jedyne funkcje ciggle
na przedziale (z metrykq euklidesowq) J = [a,b] o wartosciach w przestrzeni dyskretnej sq stale. Ostatni
fakt wymaga dowodu. Wykazemy najperw “twierdzenie o spojnosci”,nastepnie ”charakteryzacje cigglosci”,
1 wowczas wspomniana teza stanie sie ich oczywistq konsekwencjq.

Twierdzenie 4 SPOINOSC ODCINKA Nie istniejq zbiory otwarte U,W C R takie, Ze

acUbeW, UNnWnNla,bl =0 oraz UUW N |[a,b] = [a,].

Dowéd W dowodzie nie wprost zalézmy, ze takie zbiory istniejg i niech
s :=sup{t € [a,b] : [a,t] C U}.

Zbiér, ktérego kres rozwazamy jest niepusty, nalezy do niego przynajmniej punkt a. Z otwartosci U, nawet nalezy
don punkt a + € dla dostatecznie malego € > 0. Gdyby s € U, to dla pewnego € > 0 bedzie (s —¢,s+¢) C U. Z
definicji kresu, dla pewnego t € [a,b],t > s — € bedzie [a,t] C U. Ale wéwczas przedzialy te maja punkty wspdlne,
wiec [a,t) U (s —€,s+€) = [a,s + €) C U, zmniejszajac (np. o polowe) epsilon orzymamy caly przedzial domkniety
postaci [a, s+ €] zawarty w U, co przeczy definicji supremum (jako majoranty). Pozostaje wigc druga ewentualnoéé:
s € W. Ale z otwartosci W, réwniez (s —r,s+1r) C W dla pewnego r > 0. Z zalozonej roztacznodci, (s —r, s+ r) nie
ma punktéw wspdlnych ze zbiorem U N [a, b], cho¢ z drugiej strony, z warunku minimalnosci kresu wéréd majorant,
powinno by¢ [a,t] C U dla pewnego ¢ > s — r, co ponownie daje sprzecznosé.

To jest bardzo wazna wtasnos$é osi liczbowej, zwana spdjnosciag. Stanowi ona klucz do
wtasnosci Darboux funkcji cigglych na przedzialach -lub na przestrzeniach metrycznych,
ktorych nie da sie zapisa¢ jako sumy mmnogosciowej dwu parami roztacznych i niepustych
zbioréw otwartych)

W przestrzeniach metrycznych sa wygodne warunki réwnowazne ciaglosci (w kazdym
z punktéw przestrzeni), nieodwolujace sie¢ bezposrednio do granic, badz warunkéw kwan-
tyfikatorowych z epsilonami i deltami. Przedstawie je w nast¢pnym odcinku. Jeden z nich
brzmi: ” Przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego jest otwarty (a domknigtego -domkniety)”



