Zagadnienia z teorii (I sem. analizy, WMS) w 2020
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. Definicja catki Riemanna, przyklad f niecatkowalnej ograniczonej, ograni-

czono$é funkcji catkowalnych, sumy catkowe Darboux (dolne i gérne), ich
zachowanie po rozdrobnieniu podziatu.

Definicja calki dolnej (i goérnej), twierdzenie Darboux (=kryterium calko-
walnosci) [(*) lemat o sumach dolnych dla ciagu normalnego podzialéwl],
kryterium Riemanna calkowalnosci funkcji ograniczone;j.

Calkowlanos$é funkcji cigglych. Calkowalno$é sumy i iloczynu funkcji catko-
walych

. Pierwsze twierdzenie o wartosci $redniej dla calek, tw. Newtona-Leibniza (z

teza o pochodnej z calki wzgledem zmiennej gérnej granicy calkowania.
Kryterium porownawcze zbieznoSci catki niewlasciwej.

Kryterium catkowe zbieznosci szeregow.

Drugie tw. o wartosci $redniej (wzdr Bonneta), kryterium Dirichleta dla calek

Tw. o przyrostach dla funkcji o wartoéciach wektorowych f : [a,b] — R™,
wzér na pochodna dlugosci tuku krzywej, wzor na dlugosé tuku krzywej.

Wahanie calkowite, krzywe prostowalne, norma przestrzeni BV [a, b], oszaco-
wanie wahania dla funkcji monotonicznych i dla funkeji klasy C*, lub spel-
niajacych warunek Lipschitza. Przyktad krzywej nieprostowalnej. (Usunatem
fragment dotyczacy calki Riemanna-Stjeltjesa)

Tloczyn skalarny (f, g) zdefiniowany dla f, g € R(a,b) przez catke. Poréwna-
nie (=podanie nieréwnoéci typu || f||; < C| f|lx) norm ||f|: = f; |f(t)] dt,

[ b . . .
Ifll2 == fa |f(t)|? dt oraz ||f\|[a,b] 1= SUPJq ) |f|, ciagloé¢ funkcjonatu f —
f; f(t) dt wzgledem tych norm. Calkowanie szeregéw wyraz-po wyrazie.
Zupelnoéé przestrzeni Cla, b] oraz B(Q) = {f : Q@ — C: ||f|la < 00} z norma
Ifllo == sup{|f(z)| : © € Q}. Ograniczonosé¢ i osiaganie maksimum przez

funkcje ciagle na zbiorach zwartych w R™. (usuniety fragment ”warunek
pokry¢ skonczonych”)

[Zasadnicze Twierdzenie Algebry.(*)]
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(usunigte)
Pochodne czastkowe a rézniczkowalnosé funkcji n zmiennych (Tw.: ciaglosé
wszystkich poch. czastkowych 0 f/0z; = rézniczkowalno$é f), definicja C(£2).

Rézniczka zlozenia i jej posta¢ macierzowa. ,Regula Lancucha”.

Pochodne kierunkowe (jednostronne), ich zwiazki z gradientem, twierdzenie
o warto$ci Sredniej i o przyrostach.

Druga rézniczka, macierz Hessego, twierdzenie o symetrii drugiej rézniczki
funkcji klasy C?.

Wzér Taylora z reszta Lagrange’a dla f : R — R (wyprowadzenie dla
rzedu 2, w przypadku 2 zmiennych).

Warunki na istnienie ekstremdéw lokalnych (np. maksimum) dla f € C?().
(usuniete)

Otwartosé zbioru macierzy nieosobliwych i [(*)ciaglo$é operacji odwracania
macierzy (wzgledem normy operatorowej)].

Tw. Banacha o odwzorowaniu zwezajacym (wystaczy dla f na podzbiorach
domknietych w R™).

Tw. o lokalnej odwracalnosci [(*)dow. wybranego fragmentu : albo o lokalnej
injektywnoéci i o rézniczkowalnosci (f|)~!) albo (*) o otwartoéci obazu
pewnej kuli)].

Tw. o funkcjach uwikianych (dow. dla przypadku 2 zmiennych, lub ogélnym).
Pochodne funkcji vwiktanej

Warunek konieczny dla istnienia ekstremum lok. funkcji uwiklanej koniecz-
ny -dla ekstremum warunkowego (mnozniki Lagrange’a). Uzasadnienie dla
ekstremum f(z,y) przy warunku g(z,y) = 0 dla (z,y) € R?).

Twierdzenie Pitagorasa dla normy okreslonej przez iloczyn skalarny. Lemat
o wspolczynnikach wektora g = cie1 + ... + cpe, wzgledem ukladu ortonor-
malnego (e,,). Nierdwnos¢ Bessela dla ukladéw ortogonalnych.
Ortogonalnoéé uktadu trygonometrycznego (rzeczywistego i w postaci ™),
szereg Fouriera - wzory na wspétczynniki i na sumy czesciowe, tw. Dirichleta
((*)zarys dow.)

(*)[Twierdzenie Fejéra), zastosowanie do tw. Weierstrassa o gestosci wielo-
mianéw w Cla, b].

Zbieznosé szeregu Fouriera S[f] (Sredniokwadratowa). Tozsamos$é Parsevala.

(usunigte)

UWAGA: Fragmenty oznaczone gwiazdka wyrdzniaja zagadnienia nieco trudniejsze (badz

nieco wykraczajace poza gtéwny kurs) i ich doktadniejszej znajomosci bede jedynie
oczekiwal od os6b mogacych otrzymaé ocene ,,bdb”. Dotyczy to czesto nie catego
punktu objetego danym numerem z listy, tylko fragmentu oznaczonego nawiasem
kwadratowym. Wypowiedzi takich twierdzen jednak obowiazuja. (Na przyklad,
oprécz sformutowania tw. Fejéra, obowiazuje uzasadnienie gestosci zbioru wielo-
mianéw w Cla, b], (ktéra w dosé prosty sposéb wynika z tego twierdzenia).
W paru miejscach ograniczy¢ sie mozna do szczegdlnych przypadkow dowodow,
lub do ich zarysu- jesli jest taka uwaga przy danym twierdzeniu na lidcie. Jak na
matematykéw przystalo, twierdzen uczymy si¢ wraz z dowodami. Dodane 6.VI
2020:Pare pytan, lub ich fragmenty usunatem, jednak nie zmieniam numeracji,
wiec na lidcie jest pare ”zbioréw pustych” oznaczonych na niebiesko.



