10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.
22.

23.

Zagadnienia do egzaminu z analizy funkcjonalnej (VI 2023)

. Kryteria ciagtosci odwzorow. liniowego w przestrzeniach unormowanych i wzgl. pary seminorm. Norma operatora

(jako pewien kres gérny i jako kres dolny), poréwnanie silnej zbieznoéci ciagu operatoréw ze zbieznoscia w normie.

. Izomorficzno$é skonczenie-wymiarowych przestrzeni wektorowych X (nad cialem K = R lub C) unormowanych

z przestrz. euklidesowa, automatyczna ciaglosé odwzorowan liniowych na nich okreslonych.
Warunki réwnowazne ciaglosci funkcjonatu liniowego ¢ (dotycza ker(¢) oraz ¢(U), gdy U # () -otwarty).

Postaé funkcjonaléw liniowych ciagltych: w przestrzeni Hilberta - z dowodem, (w C([0,1]), w LP(u) -bez dow.)

. Domknieto$¢ podprzestrzeni skonczenie wymiarowych Y C X, wymiar algebraiczny przestrzeni Banacha# V.

Definicja normy ilorazowej (ogdlna -w przestrzeni X /M), definicja LP(u) dla 1 < p < oo.

Szeregi w przestrz. unormowanej (X, || ||): rodzaje zbieznosci, kryterium ”szeregowe” zupelnosci. Zupelodé
LP(u) (i przestrzeni ilorazowych X/M dla X z seminorma, zupelnej

Twierdzenie o zupelnosci przestrzeni B(X,Y") operatoréw lin. ciagltych. B(X) = B(X, X) jako algebra.

1

Szereg C. Neumanna', rezolwenta, otwarto$é zbioru operat. odwracalnych w B(X), domknieto$é widma.

Twierdzenie Banacha-Steinhausa. Oméwié zastosowania: -szkicowo-dla szeregéw Fouriera?, dokladniej -dla zbio-
row stabo ograniczonych.

Tw. Hahna-Banacha. Przypadek zespolony, przedtuzanie funkcjonaléw z zachowaniem normy. Wzor dualny na
norme¢ wektora, izometryczno$é zanurzenia kanonicznego j : X — X"

Zastosowanie twierdzenia Hahna-Banacha: rozdzielanie zbioréw wypuktych.
Twierdzenia Banacha o odwzorowaniu otwartym, o izomorfizmie i o wykresie domknietym

W .k.w. na oérodkowosé LP(u1). Gestosé zbioru f. ciaglych o no$niku zwartym w LP(u) dla p -skoficzonej miary bo-
relowskiej na przestrzeni polskiej lokalnie zwarte;j.
Przestrzenie Hilberta, wstep do teorii spektralnej

Twierdzenie o rzucie na zbiér wypukly domkniety w przestrzeni Hilberta (istnienie i jednoznacznosé)

Twierdzenie charakteryzujace rzut przez nieréwnosci dla iloczynéw skalarnych (odp. -ortogonalno$é) Wniosek:
Rozklad ortogonalny w przestrz. Hilberta wzgl. domknietej podprzestrzeni M C H

Zbieznosc¢ szeregu Fouriera wzgl. ukladu ortonormalnego, 3 warunki réwnowazne zupelnosci uktadu ortonormal-
nego. Zupetno$é ukladu trygonometrycznego w L?(—m, ).

Definicja operatora sprzezonego T* dla T : D C H — H (gesto okreSlonego), elementarne wlasnosci operacji
sprzezenia w przypadku ograniczonym ( gdy T' € B(H)). Warunek wkw, by TT* = T*T.

Wykazaé, ze widmo operatora samosprzezonego jest rzeczywiste, a w przypadku zwartego samosprzezonego
T € B(H) -co najwyzej przeliczalne i réwne widmu punktowemu o,(T) (z dokladnoscia do punktu 0).

Oszacowanie normy operatora samosprzezonego przez promien numeryczny w(T) := sup{|(Tz, z)|, ||z| = 1}.
Kresy obrazu numerycznego naleza do widma operatora samosprzezonego. Wowcezas ||T|| < sup{|A|: A € o(T)}.
Twierdzenie spektralne dla operatora zwartego T'=T* € B(H).

Podaé (sexicujac bes dow. konstrukeje 2()) tw. spektralne dla ograniczonych operatoréw samosprzezonych. Co to znaczy,
ze operator S jest calka [ ¢(z)E(dz) z funkcji borelowskiej ¢ wzgl. miary spektralnej E( ), kiedy = € D(S)?

LCarl Gottfried Neumann (1832-1925) specjalista od réwnan rézniczk. (zagadnienie Neumanna-Dirichleta). Chodzi o I + Z;X’(I —T)".
Nalezy sprawdzié, ze wzér ten wyraza T !, uzasadniajac, dlaczego mozna np. lewostronnie mnozyé szereg przez (I-T) ,wyraz-po-wyrazie”.
2Mozna przyjaé bez wyliczania, ze dla funkcjonaléw s, (f) := Z:Zin f:r f(t)e*”“5 dt wyrazajacych wartosé w zerze n. sum czescio-

wych szer. Fouriera mamy ||sn|| — co. Wywnioskowaé, ze {f € C([—m,n]) : f(—7) = f(7),Ilim sn(f)} jest zbiorem ?matym” (I katgorii).
Dla bardziej dociekliwych, sy, jest funkcjonatem wyrazanym przez operator catkowy z jadrem Dirichleta Dy, (t), czyli przez miare Dy, (t) dt

absolutnie ciagla, ktérej wahanie catkowite jest normag L' z funkcji Dy, czyli ||sn|| = fjﬂ | Dy (t)] dt, asymptotycznie < log(n + 1) przy
n — oo.



