Podsumowanie pierwszego wyktadu z Analizy Mat. 1
na kierunku ” Elekrotechnika”

1 Oznaczenia i definicje logiki matematycznej

Zdania logiczne (oznaczane malymi literami -najczesciej p, ¢, r, s, ... lub py, pa, ...
to takie zdania, ktérym mozna przypisa¢ jedna z 2 wartosci logicznych: prawde
(v(p) = 1) lub falsz -co zapiszemy w tym kursie: v(p) = 0. Zdania logicz-
ne zlozone otrzymujemy stosujac spéjniki logiczne Daja one nastepujace
wartosci:

e negacja: —p, lub ~ p [warto$é przeciwna: v(—p) = 1 — v(p)]
e alternatywa: p V ¢, gdzie v(p V q) = max(v(p),v(q))

e koniunkcja: p A ¢, gdzie v(p A ¢) = min(v(p),v(q)) = v(p) - v(q)

implikacja: p = ¢, gdzie v(p = ¢q) = max(1 — v(p),v(q))
e réwnowazno$é p < q, [ v(p < ¢q) = 1 dokladnie wtedy, gdy v(p) = v(q)].

Tautologia, to zdanie zlozone prawdziwe przy dowolnych wartosciach lo-
gicznych wystepujacych w nim ”symboli zdan”. Sprawdzenie, czy zdanie ztozo-
ne jest tautologia, przeprowadziliémy (na wykladzie) przy uzyciu tabelki, przez
wstawienie wszystkich mozliwych wartosci zdan prostych w nim wystepujacych.

Funkcje zdaniowe, badZ formy zdaniowe, to wyrazenia zawierajace
zmienne (litery typu n,m,z,y,...), ktére po wstawieniu za nie konkretnych
obiektéw danej torii (np. liczb, punktdéw, zbiordéw) staja sie zdaniami. Formy
zdaniowe (np. ®(z) lub ¥(n)) moga by¢ poprzedzone kwantyfikatorami odno-
szacymi sie do danej zmiennej z formy -opisanej jako symbol pod kwantyfi-
katorem. Zmienna z formy zdaniowej zostaje ”zwigzana” przez dany

Sa dwa kwantyfikatory: ogélny (”dla kazdego”) -oznaczany V (up. ¥, ®(x))
oraz szczegdtowy (“istnieje”), ozn. 3 (np.3, ¥(y)). Kwantyfikator V traktowany
jest jako “domyslny” i w zapisie czesto jest opuszczany. Podobnie, zamiast sym-
bolu koniunkcji, zazwyczaj w zapisie wstawia sie przecinek, alternatywe opisuje
si¢ stowem “lub”. Kwantyfikator 3, zast¢pujemy slowami typu: “dla pewnego
y...”lub “istnieje takie x, ze zachodzi ¥(y)”.

” Kwantyfikatory z ograniczonym zakresem” - np. wyrazenia typu: Vyen © > %
lub d, .0 4" = % definiujemy przez réwnowaznosci:

Vaw) B(x) & Yy [A(z) = B(x)],
Ja@) B(z) & 3:[A(z) A B(z)].
Wyrazenie V 4,y B(z) jest prawdziwe, gdy dowolny x spelniajacy warunek

A(z) spelnia tez warunek B(x).
Prawa de Morgana dla kwantyfikatorow:

~ Vo P(2)] & 3u[~ P(x)], ~ [3:Q(2)] & Vo[~ Q(@)], ~ [Bag) B(2)] & Vaw)l~ B(@)]-

Jeszcze jedna regula: [(3,P(z)) = Q] & [Vo(P(z) = Q)].
Dla form zdaniowych, w ktérych zmienna jest liczba naturalna n obowiazuje
zasada indukcji matematyczney:

(P(1) A[P(n) = P(n+1)]) = Vyen P(n).

Innym czesto stosowanym sposobem dowodzenia twierdzen jest tzw. me-
toda dowodzenia nie wprost. Dolaczamy do zalozen zaprzeczenie tezy, a dowdd
bedzie zakonczony, gdy na podstawie tych przestanek wywnioskujemy sprzecz-
no$é -czyli np. zdanie typu p A (~ p).

Na drugim wykladzie pokaze, jak w ten sposéb wykazaé¢, ze /2 nie jest
liczba wymierna.



2 Zbiory

W teorii mnogoéci mamy 2 pojecia pierwotne: zbioru, nalezenia elementu
do zbioru (na przyklad, a € A). Negacje warunku a € A zapisujemy symbo-
lem a ¢ A. Definiujemy zbiér pusty, 0, do ktérego zaden element nie nalezy.
Zbior jednoelementowy, ktérego jedynym elementem jest a oznaczamy symbo-
lem {a}. Zbiér, do ktérego naleza jedynie elementy a1, ..., a, zapisujemy jako
{a1,...,a,}. Kolejno$é¢ nie jest tu istotna, np. {a,b} = {b,a}. (Ale ponizej
zdefiniujemy tez pare uporzadkowana (a;b)). Ponadto {a,a} = {a}.

Moéwimy, ze zbior B jest podzbiorem zbioru A, co zapisujemy symbolem
B C A, lub czasem A D B, co mozemy odczytaé ” A jest nadzbiorem zbioru
B, jesli zachodzi implikacja x € B = x € A, czyli gdy V.ep x € A.

Jesli E jest zbiorem, za$ P(x) jest forma zdaniowa okreslona dla dowolnych
elementéw x ze zbioru F, to zbiorem jest tez ogol tych x bedacych elementami
zbioru E, dla ktérych zdanie P(x) jest prawdziwe. Taki zbiér wyrézniony (w
obrebie zbioru FE) przez forme(*) P(-) zapisujemy w postaci

(1.1) {r € E : P(z)}.

N.p. przedzial domkniety [1, 5] osi liczbowe]j R, to zbiér {z € R : x < 5Az > 1}.
W podobny sposéb definiujemy réznice mnogosciowsq pary zbioréw:

B\A={ze€B:z¢ A}

Przeciecie (czesé wspdlna, iloczyn mnogosciowy) zbioréw A i B, to zbidr
ANB ={z € A: z € B}. Gdy A, sa zbiorami dla n € N, to uogdlnio-
nym iloczynem mnogoéciowym tych zbioréw nazywamy zbiér (1, .y An, ozn.
tez (.o, A, zdefiniowany jako {x € A; : Vyenz € A,}. W tej definicji wy-
rézniliSmy go jako pewien podzbiér w zbiorze A;, ale mogliSmy réwnie dobrze
uzy¢ innego ze zbioréw A,, w roli zbioru E z definicji (1.1).

Zdefiniujemy sume mnogosciowa(*) ciagu zbioréw A, - tu nie mamy na
og6t zbioru typu E ze wzoru (1.1), w ktérym ta suma sie zawiera i trzeba
zagwarantowac jej istnienie aksjomatem: ”Istnieje zbior |J, oy An taki, ze x €
Unen An & (Frenz € Ax))”. U nas wszystkie zbiory A, beda zawarte w
pewnym zbiorze E (np, w R), nie musimy wéwczas uzywaé ”aksjomatu sumy”.

Najbardziej ogdlna definicja sumy mnogosciowej(*) dotyczy sumy dla ro-
dziny zbioréw, czyli takiego zbioru A, ktérego wszystkie elementy sa zbiorami.
Méwimy mianowicie, ze zbiér (nazwijmy go np. litera B) jest sumg rodziny A,
co oznaczamy symbolem B = | J A, jezeli spelniony jest warunek:

r€B<sdpcaxe b

Analogicznie definiujemy (A, jako {& € Ay : Vaca x € A}, jedli A; jest
jednym z elementéw rodziny A. Np. dla A = {4, Ay} zamiast {41, A2}
piszemy A N Ag, a zamiast | J{A1, A2} piszemy Ay U As.

Zbiér potegowy(*) (ozn. 24, lub P(A)) — to zbiér, ktérego (jedynymi)
elementami sa wszystkie mozliwe podzbiory zbioru A.

Aby zaznaczy¢ kolejno$é dwu elementéw, wprowadzamy definicje pary upo-
rzadkowanej -np. (a;b) -gdzie element a nazywamy poprzednikiem, za$ b -
nastepnikiem tej pary:

(a;8) = {{a}, {a,b}}.

W wigkszosci podrecznikéw oznacza sie taka pare symbolem (a,b), ja zamiast
przecinka wstawiam Srednik, by odréznié (a;b) od przedzialu otwartego o kon-
cach a, b. W odréznieniu od par nieuporzadkowanych, czyli zbioréw {a, b} -tu
porzadek odgrywa role i (a;b) = (¢;d) < [a = ¢ A b = d]. lloczyn kartezjanski
zbioréw A oraz B, oznaczany A X B, to zbiér wszystkich mozliwych par (a;b),
gdzie a € A,b € B.

Dla zbioréw oznaczanych powyzej gwiazdka (*) ich istnienie gwarantuja jedynie aksjomaty teorii mnogosci.

Bedziemy ich unikaé. Dla iloczynu kartezjanskiego nie trzeba dodatkowego aksjomatu - bo gdy a € A, b € B,C =
C

A U B, to para uporzadkowana {{a}, {a,b}} C 2C, nalesy ona wigc do zbioru E = 22~ . Nie mo#na pominaé

zbioru E w zapisie (1.1) -prowadzilo to do paradoksu Bertranda Russela dla 9t = {A : A jest zbiorem i A ¢ A}



3 Relacje, odwzorowania, funkcje

Relacja (binarna, czyli dwuargumentowa) miedzy elementami zbioréw A, B

nazywamy dowolny podzbiér R iloczynu kartezjanskiego A x B. Zamiast (a;b) €

R piszemy na ogét aRb (np.: 0 3< 7, o U L W, wn T | W, cwn =k (mod 3)).
Definicje: Méwimy, ze relacja R C A X A jest:

e przechodnia, gdy [(a;0) € R A (b;¢) € R] = (a;¢) € R.
e zwrotna, gdy V,ca(a;a) € R},

e symetryczna, gdy aRb = bRa.

e antysymetryczna, gdy [aRb A bRa] = a =b.

Relacje réznowaznosci, to relacje, ktére réwnoczesnie sa zwrotne, syme-
tryczne i przechodnie (np. . ov). Natomiast relacje zwrotne, przechodnie i
antysymetryczne nazywamy relacjami (cze$ciowego) porzadku (np.w, ).

Odwzorowaniem (a w przypadku ¥ C R funkcja) o dziedzinie D(f),
gdzie D(f) C X i o wartodciach w zbiorze Y nazywamy taka relacje f C X XY,
dla ktérej zachodzi nastepujacy warunek jednoznacznoS$ci:

(@y1) € fA(392) € f = 31 = 9.
Woéwczas dziedzing odwzorowania f nazywamy zbior
D(f)y={zeX:FyeY:(xy) € [}

Zamiast (z;y) € f piszemy wtedy: y = f(x) oraz f : X D D(f) — Y. Czasami
f zadana jest konkretnym wzorem na f(x) i spotkamy sie tez z zapisem:

f:XDOD(f)dz— f(z) €Y.

Jedli podany jest jedynie wzér na warto$é np. ktos powie ” funkcja ﬁ”,
to przyjmujemy, ze jej dziedzina jest najwieksza z mozliwych (gdy chcemy,
by f(x) € R, to musi byé w tym przyktadzie 1 — 22 > 0 oraz 21 — 22 #
1). Taka maksymalna dziedzing f nazywamy dziedzing naturalng dla tego
odwzorowania f. Gdy D(f) = X, piszemy f : X — Y i jest to najczescie]
spotykana forma zapisu.

Definiujemy obraz zbioru E C X przez odwzorowanie f jako zbiér

fIEl={yeY:Ix € E: y= f(x)}.

Zbiér ten mozna tez zapisa¢ (nieco mniej formalnie) jako {f(x) : = € E}.
Przeciwobraz zbioru B C Y oznaczany jako f~![B] definiujemy jako zbiér

{zeD(f): f(z) € B}.

Odwzorowanie f : X — Y nazwiemy odwzorowaniem réznowartoscio-
wym lub injekcja, gdy zachodzi implikacja: [a € X Abe X A f(b) = f(a)] =
b = a. Odwzorowaniem na zbiér Y lub surjekcja nazwiemy f, jesli f[X] =Y,
czyli gdy VyeyJuex f(z) =y.

Bijekcja. to injekcja, ktora jest zarazem surjekcja. Méwimy, ze zbiory X, Y
sg réwnoliczne (lub: maja tyle samo elementéw), gdy istnieje bijekcja
f + X — Y. Zbiér nieskonczony, to zbior X réwnoliczny z pewnym swoim
podzbiorem wilasciwym (Y C XY # X). Np. k — k + 1 jest bijekcja zbioru
N na N\ {1}. Mozna wykazaé, ze zaden zbiér E nie jest réwnoliczny ze swoim
zbiorem potegowym 27,

Jesli R C X x Y jest relacja, to definiujemy relacje odwrotnag

RV={(y;zx)eY x X : (x;9) € R}.

Relacja odwrotna do odwzorowania —czyli do relacji jednoznacznej (np. f) jest
wtedy i tylko wtedy jednoznaczna, gdy f jst injekcja. Dziedzina f ' jest obraz
dziedziny D(f) przez f, zwany przeciw-dziedzing f, lub obrazem f.

(c.d. na nastepnym wykladzie)
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