Matematyka na kier. "MIIS” - wyktad nr 2. (1.IT1 2021.)

2 Miara Jordana, calka oznaczona (Riemanna)

2.1 Miara zbioru

Ze wzgledu na zastosowania oméwimy od razu d—wymiarowg miare Jordana
zbioru ograniczonego D C R?. To, co niewatpliwie mozemy wyliczyé, to
miara kostki Q = [a1,b1] X [ag, ba] X - - - X [aq, bg], najczesciej bedziemy rozwazad
przypadki d = 1,2 lub 3. Dla d = 2 méwimy o polu prostokata @ —réwnym
(b1 —a1) - (ba — az), dla d = 3- 0 objetosci prostopadloscianu @, adlad =1 -o
dlugosci odcinka [ag, b1]. Dla uproszczenia te miare kostki @ oznaczmy przez
|Q|. Oczywiscie, rozwazamy tylko kostki o krawedziach réwnoleglych do osi
uktadu. Kostka moze by¢ zdegenerowana, gdy ktérys z jej bokéw ma diugosé
zero 1 wtedy gdy @ jest zdegenerowana (i tylko wtedy), mamy |@Q| = 0.
Ogodlnie definiujemy wiec miare kostki jako liczbe

|Q| = (bl—al) X'~‘X(bd—ad): (bk—ak).
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Zbiér pusty tez traktujemy jako kostke, przyjmujac |@] = 0. Méwimy, ze kostki
z danego Q1,...,Q,, ukladu maja wnetrza parami rozlaczne, gdy dla kazdej
pary indekséw j,n € {1,...,m}

j#Fn = [Q;N@n|=0. (1)

Jest to zgodne z ogdlng definicja wnetrza- ktore bedzie dla kostki @ iloczy-
nem kartezjanskim odpowiednich przedzialéw otwartych (lub zbiorem pustym
-dokladnie dla kostek zdegenerowanych). Cze$¢ wspdlna dwu kostek jest kostka,
ale moze ona by¢ zdegenerowana. Gdy d = 2, zalozenie (1) oznacza, Ze prosto-
katy z danego uktadu moga albo byé¢ roztaczne albo moga stykaé sie jedynie
wzdhuz boku lub wierzcholka. Sume mnogosciowa 2 = Q1 U- - -UQ,,, skonczonej
iloéci kostek o wnetrzach parami rozlacznych nazwiemy figura prosta i dla
takich zbioréw definiujemy ich miare d-wymiarowa mg4(€)) wzorem

ma() = >_1Q;1 (2)

Kazda suma skoniczonej ilosci kostek nawet niespelniajacych warunku (1) jest fi-
gura prosta. Kazda figure prosta mozna (nawet na wiele sposobéw) przedstawié
jako sume uktadu kostek o wnetrzach parami roztacznych. Co najwazniejsze,
otrzymana suma ich miar bedzie taka sama -wigc definicja (2) nie zalezy od
sposobu przedstawienia figury € jako sumy ukladu kostek spelniajacych po-
stulat roztacznosci (1). Ten dos$é oczywisty fakt geometryczny wymaga jednak
Scistego dowodu, ktéry pominiemy. Mozna to robi¢ metoda indukcji ze wzgledu
na ilo$¢ kostek, lub metoda wspélnych rozdrobniefi (dzielimy kostki na mniejsze
fragmenty).

Oczywiécie, wiekszoéé zbioréw E C R? nie da sie przedstawi¢ jako figure
prosta- nawet tréjkat lub obrécony o 45 stopni kwadrat -nie sa skonczonymi
sumami kostek (bo zakladamy réwnolglo$é krawedzi kostek do osi ukladu).
Mozemy dowolny zbiér ograniczony przybliza¢ figurami prostymi na dwa spo-
soby, ktére prowadzg do potencjalnie dwu miar: wewnetrznej i zewnetrznej tego
zbioru:

Definicja. Miare wewnetrzna m. (E) zbioru E C R? definiujemy wzorem

my(E) :=sup{mq(Q) : @ C E,Q = figura prosta}.

Miare zewnetrzna m*(F) definiujemy jako kres dolny infmg,(€2;) miar figur
prostych €y zawierajacych zbiér E. Méwimy, ze zbiér E jest mierzalny (w
sensie Jordana), gdy m.(FE) = m*(E) i wéwczas piszemy mq(E) = m.(E).



Podstawowa wlasnoscia miary powinna by¢ jej addytywnoéé. Mozna wyka-
zaé, ze gdy dwa zbiory mierzalne A, B C R? sg rozlaczne:

ANB =10, to wéwczas my(AUB)=my(A)+ mqy(B). (3)

Suma skonczonej ilosci zbioréw mierzalych jest zbiorem mierzalnym. Natomiast
dla sumy przeliczalnej ilosci- juz tak nie jest. Na przyklad, w przypadku d = 1 zbiér
liczb wyiernych z oscinka [0,1], czyli Q N [0, 1] jest niemierzalny, chociaz jest suma
ciggu zbioréw l-elementowych mierzalnych {r;}, bo liczby wymierne z odcinka [0, 1]
mozna ustawié¢ w ciag. Ponadto V; m.({r;}) = m*({r;}) = 0. Miara wewnetrzna tego
zbioru Q N [0, 1] jest réwna zero, zewnetrzna jest réwna 1. Dla miary wewnetrznej
odpowiednik wtasnosci (3) nie zachodzi (bo dla A = QN [0,1],B = [0,1] \ Q jest
m«(A) = 0 = m.(B), podczas gdy AU B = [0, 1] ma miare 1).

Dla funkcji f : [a,b] — R4 fragment plaszczyzny ”"pod wykresem funk-
¢ji”’, czyli ograniczony osig OX, prostymi x=a, x=b i wykresem [ nazywamy
trapezem krzywoliniowym. Oznaczmy go T'y. Tak wigc

Ty = {(z,y) e R* 1z € [a,b],0 <y < f(z)}.

- Mierzalnos¢ tego zbioru mozna dos¢ tatwo wykazaé korzystajac z twierdzenia
Cantora o jednostajnej ciagtosci funkcji ciggtych na przedziale domknietym. Twier-
dzenie to méwi, ze gdy f € Cla,b], to

V€>035>0V31t€[a7b]|s — t| < 5 = |f($) - f(t)‘ < €. (4)

Tam jako figury proste zawarte w tym zbiorze Ty mozemy wzia¢ sumy prostokatéw
[tj—1,t;] x [0,m;], gdzie m; = inf{f(z) : = € [t;—1,t;]}, za$ figura prosta zawiera-
jaca zbiér Ty, to suma prostokatéw [t;—1,¢;] x [0, M;], gdzie M; = sup{f(z) : = €
[ti—1,t;]}. Te dwie figury sa wyznaczone przez uktad punktéw ¢; podziatu odcinka
[a,b], gdzie a = to < t1 < -+ < t, = b na n czesci. Te czesci sa odcinkami o dlugosci
t; —tj—1 1 jezeli (przy ustalonym e > 0) dobierzemy na tyle gesto punktéw podzia-
tu, by dla stalej § spelniajacej warunek (4) bylo V;t; — t;—1 < 4, to bedziemy mieli
M; —m; < e. Faktycznie, jak wiemy (z Tw. Weierstrassa) f osiaga na kazdym z prze-
dzialéw [t;—1,t;] swoje wartosci najwigksze: M; w pewnych punktach 8; € [t;—1,t;].
Wartosci najmniejsze: m; sa réwne f(«;) dla pwenych aj € [tj—1,t;]. A poniewaz
|B; — aj| < 8, z warunku jednostajnej ciaglodci (4) wynika, ze M; —m; < e. Réznica
miedzy miara goérng i miara dolna naszego zbioru D jest wiec nie wigksza, niz
n n
D (M= my)(t; —t51) < > _elt; —t1) =€ (b—a).

j=1 j=1

Roéznica ta jest wiec dowolnie mata, a poniewaz jest nieujemna, musi by¢ zerem, co
$wiadczy o mierzalnosci zbioru D.

2.2 Calka Riemanna

Jestedmy w zasadzie juz przygotowani do wprowadzenia definicji catki Riemanna. Na
poczatku okreslmy pojecia:

e podziatu 7 odcinka [a, b],

e drednicy 6(7) tkiego podziatu,

e normalnego ciagu podzialéw 7,

e Ukladu A punktéw posrednich dla 7

e sum caltkowych S(f,7,A)
Definicja. (1) Skoniczony uktad punktéw 7 = (to,t1,...,t») nazywamy podziatem
odcinka [a,b], gdy a = tg < t1 < -+ < tn. (2) Liczbe 6(7) := max{t; —t;—1 : 1 <
j < n} nazywamy Srednicg tego podzialu. (3) Méwimy, ze ciag podziatéw (7;,)
jest normalny, gdy lim, o 6(75,) = 0. (4) Zbiér skoniczony A = {A1,...,A\n} C [a,b]
nazywamy uktadem punktéw posrednich dla podziatu 7, gdy V; A; € [t;—1,t5]. (4)
Sume catkowa S(f,7,A) dla funkcji f, podziatu 7 i uktadu punktéw posrednich A
definiujemy jako liczbe

SULTA) =Y FO)(ty = ty-1)- (5)



Przyktad normalnego ciggu podzialéw, to podzialy [a, b] na n réwnych czesci, czyli
podziaty punktami ¢t; = a + j(bn;“). Tutaj V;t; —tj—1 = Z’*Ta i taka jest tez srednica
tego podziatu. Dla funkeji f(z) = x i dla punktéw posrednich A\; = t; suma caltkowa

przy réwnomiernym podziale [a,b] na n réwnych czesci jest

n n 2n2

o+ Lt )+ LY - LD

j=1
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Ostatnie wyrazenie dazy przy n — oo do (a+25%)(b—a) = L(b+a)(b—a) = T — -

Podobna sytuacja ma miejsce dla funkcji f(z) = x“ 1 w pewnym miejscu trzeba

znaé wzér na Z;Lzl 4% dla k = 2. Taki wzér znamy jedynie dla k = 1,2,3 ale dla

pozostatych k € N z mozna tez wyznaczy¢ granice lim —t 2?21 gk = k%rl Dla
wiekszosci funkcji takie obliczenia nie sa jednak mozliwe.

Najprostsze jest wyliczenie sum catkowych dla funkcji stalej: f(z) = c¢. Warto-

§ci f(A;) stale réwne ¢ mozna wylaczyé przed znak sumy, a pomiewaz dla kazdego

podziatu mamy

> (tj—ti)=b-a, (6)
j=1
wiec suma catkowa dla funkcji stalej réwnej ¢ na odcinku [a,b] wynosi ¢(b — a) nieza-
lenie od wyboru punktéw podziatu i punktéw posrednich.

Definicja. Funkcje f : [a,b] — R nazywamy funkcja calkowalna w sensie Riemanna,
co oznaczamy piszac f € R[a,b], jesli dla kazdego normalnego ciagu podziatéow 7,
oraz uktadéw punktéw posrednich A, dla 7, istnieje granica skonczona ciagu sum
catkowych: lim S(f, 7n, Ay ). Wowcezas, jak mozna wykazaé granice te sa jednakowe dla
wszystkich ciagéw normalnych podziatéw. Te wspdlna granice oznaczamy symbolem
fab f(t) dt i nazywamy calka oznaczona z funkcji f od a do b (lub catka po przedziale
4, b]).

UWAGA: W odréznieniu od calki nieoznaczonej, zmienna t w zapisie fab f@)de
jest zmienna ”pozorna”, czyli ”zwiazana” -warto$¢ calki jest liczba i nie zalezy od
t. Zamiast t moZemy2 zrezztad wpisaé inng zmienng, co nie zmieni wartosci catki, np.

b a

fab rdr = fab tdt = % —% . Caltka ta jest ”catka po odcinku skierowanym”, istotna jest

kolejnosé: punkt a jest poczatkiem, zas punkt b -koncem. Definiuje si¢ nawet fab F@)de
w przypadku, gdy b < a wzorem fabf(t) dt = —f: dt. Ponadto przyjmujemy, ze
f: f(t)dt=0. Zapisf[ayb] f(t) dt bedzie zarezerwowany dla ogdlniejszego pojecia calki
Lebesgue’a.

Mozna wykazaé, ze f o wartosciach nieujemnych jest catkowalna wtedy i tylko
wtedy, gdy zwiazany z nig trapez krzywoliniowy T jest mierzalny, przy czym catka
fab f(t) dt jest réwna mierze Jordana ma(T}).

Miara zbioru znajdujacego sie pomiedzy wykresami dwu funkcji f,g : [a,b] — R
takich, ze V¢ f(t) < g(t), czyli zbioru T} := {(z,y) € R?: € [a,b], f(z) <y < g(x)}
jest natomiast dana wzorem

b
ma(p) = [ a0~ o)ar

Czesto szukamy miary obszaru ograniczonego przez wykresy dwu funkcji, to be-
dzie fragment plaszcyzny, ktérego brzegiem sa kawaltki wykreséw tych funkcji- ale leza-
ce pomiedzy punktami przecigcia. Te wyznaczamu rozwiazujac réwnanie f(z) = g(z).
Jedli sg takie 2 punkty, z = a,z = b gdzie a < b, to po przedziale [a, b] catkujemy funk-
cje | f(t) — g(t)], o ile miedzy nimi jest stale taka sama nier6wnosé dla x € [a,b]. Gdy
jest wiecej punktéw przeciecia, czesto znak réznicy moze si¢ zmieniaé i bez wstawione-
go modutu, catka z f —g moze by¢ zerem -np. f(¢) = sint, g(¢) = 2sint,a = —mw,b = m.

2.3 Podstawowe wlasnosci calki oznaczonej

Mozna wykazaé, ze funkcje catkowalne musza by¢é ograniczone.
Najwazniejsze dla nas klasy funkcji beda catkowalne:

Twierdzenie. Wszystkie funkcje ciggle oraz wszystkie funkcje monotoniczne sg
catkowalne.



Zbiér RJa, b] funkcji catkowalnych na przedziale [a, b] jest wiec duzy. Jest to prze-
strzen wektorowa, w kérej wektorami sa funkcje, suma funkcji f, g to ”zwykta suma”,
czyli funkcja: f+g¢: [a,b] 3 z — f(z)+g(z). lloczynem wektora f przez skalar o € R
jest funkcja [a,b] 3 = — «af(x). Nalezy oczywiscie udowodnié, ze gdy f,g € R]a,b],
a € R, to réwniez f + g € R[a,b] oraz af € R[a,b]. Wynika to z arytmetyki granic
dla ciagdéw sum catkowych, bo

S(f + g»lZ;laAn) = S(fylz;hAn) + 5(977—;17An)7 S(af7 TTHATL) = aS(f7lZ;l7An)

Przechodzac do granicy w tych réwnosciach otrzymujemy dodatkowo tezg o liniowosci
odwzorowania R[a,b] > f — f: f(z) dz, czyli nastepujace:

Twierdzenie. Suma i iloczyn przez staltg o € R funkcji catkowalnych- sa catkowalne.
Ponadto, gdy f,g € R[a,b] oraz a € R, to

L[U@+memi[ﬂww+AE@Ma Llﬂﬂwzalﬂmm$

Mozna tez wykazaé, ze iloczyn dwu funkcji catkowalnych jest catkowalny, ale nie
ma juz zadnej zaleznosci miedzy calka iloczynu a iloczynem calek. Dla f, g € R|a, b)
zapis f < g oznacza, ze Ve[ f(x) < g(x). Poniewaz wynika stad analogiczna
nieréwnos¢ dla sum catkowych, wiec z twierdzenia o przechodzeniu do granicy z nie-
réwnosciami otrzymujemy woéwczas nieréwnosé dla catek: f; f(z)dz < f: g(z) dz. Te
wlasno$é nazywamy mozliwoscig ”calkowania nieréwnosci stronami”. Na przy-
klad, gdy poréwnamy f € R[a,b] z funkcjami stalymi réwnymi m,M € R tak,
ze m < f < M, czyli Voeapym < f(z) < M, to calkujac stronami otrzymamy:
m(b—a) < fab f(z)dz < M (b — a), skad wynika nastepujace

Twierdzenie o Sredniej Calkowej. Zalézmy, ze f € RJa, b] spelnia nieréwnosci
m < f < M. Woéwczas liczba o = ﬁ f: f(t) dt, zwana érednig catkowsq z funkcji
f na odcinku [a, b] réwniez nalezy do przedziatu [m, M]. Gdy ponadto f jest ciagla,
ta $rednia catkowa o jest réwna f(c) dla pewnego ¢ € [a, b].

Wazng wtasnoscig calek jest tzw. "addytywna zaleznos¢ od drogi catkowania”
opisana w nastepujacym twierdzeniu, gdzie zaktadamy, ze a < b, c.

Twierdzenie. Funkcja f jest catkowalna po calym odcinku [a, ] wtedy i tylko wtedy
gdy jest catkowalna po kazdym z jego fragmentéw: [a, b] oraz [b, ¢]. Ponadto w takim

przypadku . , .
dt = d dt. 3
tL oy l[ f@)t+:l oy (3)

Majac do dyspozycji te wlasnoéci juz tatwo mozemy wykazaé najwazniejsze twier-
dzenie w rachunku rézniczkowym i catkowym:

Twierdzenie (Newtona-Leibniza). Jezleli dla funkcji ciagtej f : [a,b] — R okre-
slimy dla z € [a, b] wartosci

Fuw:/1ﬂwﬁ, (4)

to F'(t) = f(t). Ponadto gdy ® jest jaka$ funkcjg pierwotna dla f, czyli gdy f Fi)det =
®(t) + C, to calka oznaczona z f jest réwna przyrostowi ® miedzy punktami a oraz

b:
/f@ﬁ:¢@—¢@~ (5)

Dowdd. Gdy h > 0, to stosujac (3) do F(x + h) = chh f(t) dt mamy

a

* z+h z+h
F(:U+h):/ f(t)dt+/ f(t)dt:F(:E)+/ f(t)dt.

Stad iloraz réznicowy w jest réwny % f;-'—h f(t)dt, czyli éredniej caltkowej

z f po odcinku [z,x + h]. Z Pierwszego tw. o wartosci $redniej, istnieje punkt ¢; €
[z, x + h] taki, ze w = f(c1). Przy h — 07 mamy ¢, — =z, wiec z ciaglosci
f(len) — f(z). Dla h < 0 mozemy zastosowac¢ wzor (3) dla punktéw a < z+h < z, co
da réwnosci F(z) = F(x + h) + f;rh f(t) dt. Zapisujac z jako (x 4+ h) — h, mamy dla

—h > 0 réwnosé L(F(z+h) — F(z)) = & [“FM"

= Join f(t) dt, co ponownie jest $rednia



catkowa z f po odcinku [z+h, z], zmierzajaca do f(z) przy h — 0~ . Reasumujac, f(x)
jest granica obustronna ilorazéw réznicowych dla F, czyli pochodna F'(x). Teraz F
oraz P, jako dwie funkcje pierwotne dla tej samej f -réznia sie tylko o pewng stata C
w tym sensie, ze V& € [a,b] F(z) = ®(z) + C. Ale F(a) = f: f@®)dt =0=®(a)+C.
Stad C = ®(a) oraz [ f(t)dt = F(b) = ®(b) + C = &(b) — ®(a). O

Dopiero teraz mozemy, znajac calki nieoznaczone z danej funkcji, wyliczaé¢ ich
calki oznaczone i pola powierzchni zwiazanych z nimi figur.

Na przyktad, pole pod ”garbem sinusoidy” (f(z) = sinz, € [0, 7] ) wynosi 2.
Faktycznie, funkcjg pierwotna jest — cos(z), zas (—cosm) — (—cos0) =1+ 1 = 2.

Obliczmy pole éwiartki kota, ktérego brzeg ma réwnanie 22 4+y% = R2. To pole, to
catka f OR v R? — z? dx. Najpierw wyliczmy calke nieoznaczong, catkujac przez czesci
iloczyn naszej funkcji przez 1 = 2.

—2z
Jr = R? —a2?2de=2\/R?—2°— | 0 —————=dx.
f / / 2V R? — 2
Ostatnig catke zapiszmy w postaci

(RP—a®)—R*> 9 1
[ [

Poniewaz f \/% dx = arcsinz + C calke zawierajaca R? zamiast 1 sprowadzimy
—x

do takiej postaci podstawiajac t = &, gdzie dt = % dx. Przenoszac Jr na lewsg strone
otrzymujemy wiec 2Jr = v/ R2 — 22+ R? arcsin & +C. Wzér Newtona- Leibniza daje
wiec (ze wgledu na zerowanie sie pierwszej funkcji na koncach przedziatu [0, R] i na
fakt, ze arcsin0 = 0, arcsin1 = § ) réwnosé: fOR VR? —z?2dx = inQ i rzeczywiscie,
to jest i pola kota. Dla elipsy o brzegu opisanym réwnaniem 2—2 + g—; = 1 mieliby$my
catke z funkcji gx/aQ — z2 po odcinku [0, a], czyli iwab - jako pole i tej elipsy.

Policzmy jeszcze pole obszaru lezacego miedzy prosta o réwnaniu y = x oraz
parabolg y = 7z — 2. Ich punkty przeciecia, powiedzmy o wspélrzednych na osi OX
réwnych a, b znajdyhemy rozwiazujac uklad réwnaf, co daje réwnanie z = 7z — x2,
czyli (6 — z) = 0. Stad a = 0,b = 6 parabola ma ramiona zwrécone w dét, wiec na
tym jej ”$rodkowym fragmencie” lezy nad prostg y = x, a szukane pole wynosi

6 1.8
/ (T — 2° — x)dz = {33:2 — xﬂ = 36.
o 3

0

Jesli szukamy pola ,ktérego brzegiem jest fragment wykresu funkcji logarytm na-
turalny, o$§ Ox oraz proste x = é,x = e, to nie liczymy calki z Inz, tylko calke z
modutu, bo ten zbiér jest suma dwu obszaréw A, B zlozonych z tych par (z,y) € R?,
dla ktérych odpowiednio é Kz<<lhnhr<y<0orazl <x<e0<y<Inz, ze
wzgledu na zmiang znaku z — na + przez logarytm w punkcie 1. Stad

mg(AUB):/ |lnz\dﬂc:—1/ lnmd:c—|—/ Inzdx
1 i 1

Liczac najpierw calke nieoznaczona z logarytmu, catkujemy przez czesci, piszac
/ 1
(z')Ynzdzr=2zlnz— [ z-—dz=2a2lhz—z+C
T

Stad szukane pole wynosi

e

{x(l—lnx)] +{w(lnx—l)] :2—2.

e
1 1



