24 Zastosowania calki Riemanna

24.1 Dtlugosé krzywej

Mozemy rozwazaé¢ krzywe na plaszczyznie R?, w przestrzeni R?, lub w R?. Naj-
pierw trzeba okresli¢ metode mierzenia odlegtosci dwu punktéw tej przestrze-
ni wektorowej. Zazwyczaj jest to odlegto$é euklidesowa, np. dla punktéw
P = (x1,y1), P, = (x2,y2) € R? liczymy tzw. norme euklidesowa wektora
P, — Py, oznaczmy ja symbolem ||Py — P2 := \/(172 —x1)%+ (y2 — 1)
Mozna tez uzywaé odlegtodci w sensie normy ”metryki takséwkowej” ||[Po— P |1 :=

|2 —x1]|+|y2—y1|- Gdy w danym miescie wszystkie ulice przecinaja sie pod katem pro-
stym, a punkty Pi, P> znajduja sie na jakichs dwu skrzyzowaniach, to jadac taksowka
mozna na pare sposobéw wybraé najkrétsza droge, bedzie nig wlasnie [P, — Pilj1.
Podstawowe wlasnosci kazej normy: || - || w przestrzeni wektorowej X, to:
(1) dodatniosé: Voex v # 0 = |jv] > 0,
(2) nieréwnos$é tréjkata: ||v + w|| < ||v]| + ||w]|,
(3) jednorodnosé: ||aw|| = |al||v]| zachodzace dla wszystkich v,w € X, € R.

W dalszym ciggu bedziemy uzywaé normy euklidesowej, zamiast ||v]|2 pi-
szac dla uproszczenia ||v||. Lamana o wierzchotkach Py, Py, Py, ... Py, to suma
odcinkéw Py : Py, Py : P, ..., Py_1 : P,. Dlugoé§é tamanej okre$lamy jako

sume dlugosci jej odcinkéw, czyli Z§=1 |P; — Pj_1]|
Krzywa plaska nazywamy odwzorowanie ciagle v : [a,b] — R? -chociaz
krzywa nazywany bywa czasem tez zbiér punktoéw postaci

7 =) = (2@),y(1) : ¢ € [a, G},

gdzie z,y : [a, 8] — R sa funkcjami ciaglymi. Chcac byé bardziej precyzyj-
nym, ten zbiér v* nazwiemy obrazem geometrycznym krzywej . Pare funkcji
(x,y), czyli funkcje 7 : [a,b] — R? o wartosciach wektorowych ~(t), nazwie-
my parametryzacja tego zbioru. (Kazdy taki zbiér v* ma wiele parametryzacji,
np. okrag o promieniu R i o $rodku w poczatku ukladu wspélrzednych — ma
parametryzacje:

v (t) = (Rcost, Rsint), t € [0, 27|

oraz
v2(t) = (R cos(27t), Rsin(2nt)), t € [0,1],
jak réwniez
v3(t) = (Rsin 2rt, R cos 27t), t € [0, 1].

Przy pierwszych dwu parametryzacjach, wraz ze wzrostem ¢, punkt porusza
siec po okregu w kierunku przeciwnym do biegu wskazéwek zegara (ten kie-
runek przyjmujemy jako naturalny), zas w trzecim przypadku -w kierunku
zgodnym z ruchem wskazéwek zegara, dokonujac jednego pelnego obiegu tego
okregu. Mozna tez parameryzowa¢ okrag w sposéb ”wielokrotny” -np. biorac
~1(t) t € [—6m, 67] -6-krotnie. Przy mierzeniu dlugosci v musimy, rzecz jasna,
uwzgledniaé¢ te krotnosci. Stad taka, a nie inna definicja:

Krzywa w przestrzeni d-wymiarowej nazwiemy funkcje ciagla v : [a, b] — R
Wéwezas punkt y(t) ma d wspélrzednych: v(t) = (z1(¢), 22(t), ..., xq(t)) i cia-
gloéé v oznacza ciagloéé kazdej z jej wspéirzednych. Krzywa jest klasy C*, gdy
wszystkie funkcje z1(-),...,zq(-) sa klasy C'. Wektorem predkoéci krzywej w
punkcie y(ty) nazwiemy wektor pochodnych: (2 (to), ..., z}(to)) def v (¢).

Przykladem obrazu krzywej jest wykres funkcji ciaglej f : [a,b] — R. Tu
z(t) =t,y(t) = f(t), 7(t) = (¢, f(t)) € R%.

Podzialowi 7 = (tp = o < t1 < -+ < t,, = 3) odcinka [a, 5] odpowiada
uklad punktéw (t;) = (x(t;), y(t;)) na tej krzywej. Lamang przechodzaca ko-
lejno przez punkty v(to),v(t1),...7(tn) nazwiemy tamana wpisana w krzywa.
Wraz ze wzrostem ,dokladnosci podzialu 7 (czyli wraz z maleniem jego $redni-
cy), te tamane wpisane coraz dokladniej przyblizaja ksztalt naszej krzywej (w
pewnym momencie nie sg rozréznialne dla naszego oka od krzywej- gdy jest ona
zaznaczona graficznie linia o jakiej$ dodatniej grubosci). Z nieréwnosci trojkata



wynika, ze dlugos¢ tamanej odpowiadajacej drobniejszemu od 7 podzialowi jest
wigksza, od dlugoéci tamanej wyznaczonej punktami podziatu 7.
Definicja. Dlugoscia ¢(vy) krzywej v nazywamy kres gérny diugosci lama-
nych wpisanych w te krzywa. Gdy £(vy) < oo, krzywa nazwiemy prostowalna.
Na przyklad, wykres funkcji danej wzorem f(0) = 0, f(t) = tsin$,0 <t <1
jest krzywa, ktéra nie jest prostowalna. Tym niemniej, mamy
Twierdzenie. Kaida krzywa klasy O, czyli taka, Ze jej wspétrzedne majg po-
chodne ciggle (x',y" € Cla,b]) jest prostowalna, przy czym jej dlugo$é wynosi

b
f() = / V@O T 0 dt. (1)

W przypadku d-wymiarowej krzywej v : [a,b] — R jej dtugosé

b
fr) = / I (),

gdzie ||7/(t)|| oznacza norme euklidesowa (dlugos$é) wektora zlozonego z po-
chodnych w punkcie t funkcji sktadowych v, czyli jest to pierwiastek kwadra-

2
d d c s1s
towy z sumy 22:1 (%) ,jesliy(t) = (71(t), ..., valt)) € R4,

Szkic dowodu: Dla podziatu 7 punktami ¢; uzyliSmy oznaczen =t; —tj1
(=przyrost argumentu). Niech = x(t;) — z(tj-1), = y(t;) — y(tj—1) -
oznaczajg odpowiednie przyrosty wartosci funkcji x, y. Z twierdzenia Pitagorasa, dtu-
goé¢ j-tego odcinka tamanej wpisanej w krzywa, wyznaczonej przez nasz podzial,
wynosi 4/ Ajx? + Ajy2. Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej (dla funkcji na
przedziale [t;_1,t;]), istnieje punkt posredni o; € (¢;-1,t;) taki, ze 2’ (a;) = %, wiec

J
Ajz = 2'(a;)A t. Podobnie, Ajy = y'(3;)A;t dla pewnych punktéw 3; € (tj—1,t;).
Sumy diugosci odcinkéw naszej tamanej przyjmuja wiec postaé

S At + v (B

Gdyby bylo a;j = 5, mielibySmy doktadnie sumy catkowe dla catki z naszego wzoru.
Aby wiec zakonczyé dowdd, wystarczy, korzystajac z jednostajnej ciaglosci funkcji
cigglych na przedzialach domknietych, wykazaé, ze réznice miedzy sumami

Zj Ajty/z'(aj)? + y'(B;)2 oraz sumami Zj Ajty/2'(85)? + v/ (B;)? zmierzaja do ze-
ra wraz ze zmierzaniem do zera Srednicy podziatu 7.

Oto detale tego fragmentu dowodu: Funkcja z — +/z nie spelnia, niestety,
warunku Lipschitza, bo w zadnym sasiedztwie zera jej pochodna nie jest ograni-
czona. Ale tu mamy do czynienia z funkcja troche innej postaci: x — ¢ + x2,
gdzie ¢ > 0 jest jaka$ stalag -moze nawet réwna 0. Jej pochodna ma modul

2\/2% < 1, bo mianownik jest > 2vx2 = 2|x|. Dzigki temu zachodzi warunek

Lipschitza ze stala 1. Teraz warunek |a; — 55|, jako < ¢, gdzie § jest (dowol-
nie mala) érednica podziatu implikuje, dzieki ciaglosci [jednostajnej!] funkcji
z'(t),y'(t), ze dla § dostatecznie malych (dobranych do zadanego € > 0) mamy
|z'(a;) —2'(8;)] < e. Wspomniany warunek Lipschitza ze stala 1 daje wowczas
nieréwnosci

V2 (0)2 +1/(8)2 = \J2/(8))2 + 9/ (8,2 < e.

Modut réznicy miedzy > At/ ()% + ¢ (ay)? oraz > Ajt\/2'(B;)2 + v/ (B;)?
szacujemy wiec przez € - (b — a). Dla normalnych ciagéw podzialéw réznice te
zmierzaja wiec do zera, a druga z sum -zmierza do calki Riemanna podanej w
naszej tezie.

Wieksza, niz 2 ilo$¢ zmiennych tez nie stanowi problemu - mozemy punk-
ty posrednie ”wyréwnywaé krok po kroku” -czyli dla kzdej pary zmiennych
k,k+1 € {1,2,...d} z osobna, zamieniajac w koncu sumy otrzymane dzieki
zastapieniu Ay przez Ajt - v, (tr,;), gdzie pochodne liczone sa w pewnych
(zaleznych od k, j) punktach posrednich t ; € (tj_1,t;).

W szczegdlnoscei, dlugosé linii wykresu dla f : [a,b] — R, czyli krzywej

{(t, £(1) : t € [a,b]}, to liczba [7\/T+ (f(£))2 dt.



Czesto krzywe plaskie opisane sg we wspolrzednych biegunowych, gdzie
zmienng niezalezna jest kat ¢ € [«, 8], funkcja r(¢) opisuje odlegltoéé punktu
od poczatku ukladu. Czyli v(¢) = (r(¢) cos ¢, 7(¢) sin ) € R2. Korzystajac
ze wzoru (1), gdzie np. x(¢) = r(¢) cos ¢ i z jedynki trygonometrycznej tatwo
sprawdzié¢ ze w tym przypadku (gdy r € C'la, 3], mamy

B8
émz/’w%@+wmﬁw. (2).

24.2 Objetosé bryly obrotowej
Obrét w R3 wykresu funkcji f : [a,b] — R, dookota osi 0X tworzy zbior

Q= {(z,y,2) €ER®: 2 € [a,b],y* + 2% < (f(2))*}. (3)

Przekrojami tej bryly plaszczyznami {(z,vy, 2z) : © = x¢} réwnolegltymi do 0Y' Z
sa kola o érodku w zerze, promieniu f2(z¢). Przyblizenia z niedomiarem obje-
todci |Q] otrzymamy sumujac objetosci walcéw

{(x,y,z) € RS HENS [tjflvtj]ayQ +Z2 < mg}v

czyli sumujac liczby Ajt-7- m?-, gdzie m; sa, jak w przypadku obliczen dla tra-
pezéw krzywoliniowych, wartoSciami najmniejszymi f na przedzialach [t;_1, ;]
(kresami dolnymi w przypadku f nieciaglej). Przyblizenia z nadmiarem otrzy-
mamy biorac walce opisane na j-tych fragmentach zbioru 2. Ich sumy objetosci
daja po przejéciu do odpowiednich kreséw catke dolng (odp. gérna) z funkcji
7(f(z))?. Stad wynika, ze w przypadku f € R[a,b] mamy

b
mam:w/kﬂmfm. (4)

24.3 Pole powierzchni obrotowej

Powierzchnia obrotowa, to fragment brzegu bryly obrotowej (3), czyli zbiér
S={(z,y,2) e R® 1z € [a,0],y* + 2* = (f(2))*}.

Przyblizamy go odcinkami powierzchni bocznej stozka, otrzymujac wzor

b
ma(S) =2 [ @)/ T+ (F@)P da, (5)

Zauwazmy, ze gdy przez df(x) oznaczymy rézniczke dtugosci obracanej krzyej
(czyli "to, co znajduje sie po znaku calki we wzorze na dlugosé tuku krzywej”),
za$ d(x) oznacza odleglo$é od osi obrotu punktu (z, f(z)) danej krzywej, to
wzér! na pole powierzchni obrotowej przyjmie postaé

ma(S) = 2 / 5(t) de(t). (5a)

Podobny wzoér otrzymamy dla obrotu krzywej o réwnaniu parametrycznym
x=ux(t),y =y(t), t € [a,b]. Zakladamy tu, ze x(t) > 0,y(t) > 0. Np. gdy taka
krzywa obracamy wokét OX, to

S={(z,y,2) 1 t € la,b],x =x(t),y” + 2" =y(t)*}, 6(t)=y(t). (6)

1Krzywa przyblizamy przez lamane o segmentach L; odpowiadajace podziatowi [a,b]
punktami t;. Gdy obracamy wokét osi odcinek o dlugosci Lj, lezacy na tej samej, co o$
plaszczyznie, zakresli on powierzchnie boczng odcinka stozka, ktora jest nie mniejsza, niz
powierzchnia boczna (2nm;Lj) walca o wysokosci L i promieniu m; = min{d(t) : t;—1 <
t < tj}, a nie wieksza od (2mrM;L;), gdzie m; = max{d(t) : t;—1 <t < t;}. Sumy takich pél
zmierzaja do calki (5a), jak tatwo sprawdzi¢ -jak w dowodzie wzoru(1).




w przypadku obrotu woké! osi OY mamy §(t) = z(t), zas
S =A{(z,y,2) : t € [a,0],y = y(t),2? + 2° = a(t)
W obydwu przypadkach dé(t) = \/(2/(t))2 + (y/(t))2 dt. Na przyklad, dla ob-
rotu wokél OX, pole powierzchni opisanej w (6) wynosi

b

b
my(S) = QW/ o(t) de(t) = 27T/ (O (@ ()2 + (' (1))2 dt. (7)

Wracajac na chwile do pola obszaru ograniczonego na plaszczyznie krzywa
zadang parametrycznie: © = z(t),y = y(t),t € [t1,te], prostymi z = z(t1),z =
x(ty), oraz osia OX: Jesli x() jest silnie rosnaca, klasy C*, y > 0, to pole tego
obszaru jest réwne .

2
[ vow o (3)
t1

Aby ten wzdr uzasadnié przypomnijmy najpierw, jak zachowujg sie granice
calkowania we wzorach na catkowanie przez podstawienie i przez czedci.

Zapis F(x) ’Z oznacza przyrost: F(b)—F(a) Stosujac wzér Newtona-Leibniza
do wzoréw dla calki nieoznaczonej, otrzymujemy

b b b
/ F (gt dt = F)g(t)]” - / F(t)g' (1) dt. (9)

g(b) podstawienie s=g(t)
/ f(s)ds ds=g'(t)dt | (10)

b
/ fomga= [

Gdy w paramertycznym réwnaniu krzywej v(t) = (g(¢), h(¢)), czyli np. = = g(t)
podstawimy t = g~ '(z), to dx = ¢'(t)dt, wiec pole trapezu krzywoliniowego, to
f;(itlz)) h(z) dz = :12 h(t)g'(t) dt, ze wzoru (10), co po zamianie g(t) na z(t) oraz h(t)

na y(t) daje (8).

24.4 Metoda przekrojow

Jéeli Q C R? jest jakim$ obszarem ograniczonym zawartym w {(z,y, z) : a < = < b},
niech S(z¢) oznacza pole przekroju zbioru Q plaszczyzna {(z,y,2) : * = zo}, czyli
zbioru Q(xo) := {(y,2) € R? : (o,y, 2) € Q}. Wéwezas objetosé jest calky z funkcji
S(z) po odcinku [a,b]. Mamy wiec wzér bedacy czeScia ogélniejszego twierdzenia
Fubiniego:

b
mg(Q):/ mao(Q(x)) dz. (11)

Srodek cigzkosci krzywej plaskiej v : [a,b] — R? o dlugoéci L ma wspbtrzedne
zc,yc okreslone jako ”$rednie catkowe wzdtuz +” funkcji z,y odpowiednio: z¢ =
+ f: x(t)dl(t), gdzie dl(t) jest rézniczka dtugosci krzywej. Innymi stowy,

b b
To = % / z(t)\/(2'(t))2 + (v (t))2 dt, podobnie yo = % /a y(t)de(t).

W nastepnym semestrze przy uzyciu calek podwdjnych zdefiniujemy tez srodek
ciezko$ci obszaru ptaskiego D. Mozna go nawet okredli¢ metoda przekrojéow D, zbio-
ru D prostymi = x¢. Srodki ciezkosci tych przekrojéw urworza krzywa i jej érodek
ciezkosci bedzie srodkiem dla obszaru D.

Bardzo wygodnym narzedziem do mierzenia powierzchni i bryt obrotowych (typu
torus) sa nastepujace twierdzenia:

Pierwsza reguta Guldina: Pole powierzchni powstatej przez obrét krzywej (jedno-
rodnej) v dookota osi lezacej na tej samej plaszczyznie, co 1 nieprzecinajacej jej jest
réwne dtugosci £(y) pomnozonej przez dlugo$é tuku okregu opisanego przy obrocie
przez jej srodek ciezkosci.

Na przyktad, obracajac okrag o malym promieniu 7 i o §rodku odlegtym od osi
obrotu o R otrzymamy powierzchni¢ boczna torusa T o polu 27r - 27 R.

Druga reguta Guldina: Objeto$é bryly powstaltej przez obrét obszaru D dookota
osi lezacej w plaszczyznie tej figury i nieprzecinajacej jej, jest rowna polu powierzchni
D pomnozonemu przez dlugosé tuku okregu opisanego przy danym obrocie przez

srodek ciezkosci obszaru D. Dla powyzszego torusa T objeto$¢ wynosi wiec (27R) -
(mr?).
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