Analiza mat. na kierunku ”Elektrotechnika” II sem. wyklad ”zdalny” 11.

11  Ekstrema: funkcji uwiklanych, warunkowe

Zacznijmy od funkcji uwiklanych. Sa to np. funkcje typu y = y(z) stanowiace
rozwiazanie réwnania g(x,y) = 0. Przykladem moze tu by¢ réwnanie okregu:
22 +y? — 1 = 0, gdzie mamy (z wyjatkiem 2 punktéw) -rozwiazania:

y = +v1— a2

Twierdzenie o funkcjach uwiklanych. Gdy funkcja g ma ciaggle pochodne
czastkowe, a w punkcie Py = (xo,yo), gdzie g(Py) = 0 spelnia ona zalozenie
g,(Po) # 0, to w pewnym otoczeniu z¢ (np. dla |z — x| < §) istnieje doktadnie
jedna funkcja ciagta y(x) taka, ze y(xg) = yo oraz g(z,y(xz)) = 0. Ponadto
woéwezas y jest funkejg klasy C'!' zmiennej x w tym otoczeniu punktu xy oraz
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Analogicznie wyglada wzér na pochodne czastkowe 2! (z,y) w przypadku
funkcji dwu zmiennych z(z,y) uwiktanej w réwnaniu G(z,y, z(z,y)) = 0. Wte-
dy zakladamy, ze G’, jest w danym punkcie (zo, yo, z0) rézna od zera i ta niezero-
wa pochodna bedzie w mianowniku wzoru na z.,, licznikiem utamka (mnozonego
przez (—1)) bedzie g, (z,y, z(x,y)). Przy szukaniu ekstreméw mamy na pierw-
szym etapie sprawdza¢ warunek konieczny- czyli zerowanie sie y’ (odpowiednio
gradientu funkcji z(x,y)). Dzigki wzorowi na pochodne funkeji uwiklanej, jest
to réwnowazne zerowaniu sie licznikéw po prawej stronie (albo licznikéw
analogicznych wzoréw na 27, zy’!) . Jesli juz wiemy, ze funkcja uwiktana jest roz-
niczkowalna (to mozna uzyskaé np. z twierdzenia o lokalnej odwracalnosci, lub
bezposrednio), to wzdr tatwo wynika z reguly lancucha stosowanej do po-
chodnej (stale réwnej zero) funkcji ztozonej: g(x, y(x)) = g, +g, (=, y(x))-y'(x)
Rozniczkujac ponownie te rownosé otrzwmamy nieco dluzszy wzor, ktéry w
punkcie, gdzie ¢’ jest réwna zero -przyjmie znacznie prostszg postaé, dajaca
analogiczny do wzOr na druga pochodna w punktach ”podejrzanych o eks-
trema, czyli tam, gdzie y’ = 0. Mamy mianowicie wzory (réwniez w przypadku
funkcji z dwu zmiennych):
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Podobnie jest w przypadku pozostatych pochodnych czastkowych 2. rzedu dla
funkeji z(z, y):

odpowiednio z;x (z,y) =

2, (z ):—M oraz 7. (x ):_M
TGy, 2(ay) =T G 2 )

Te wzory pozwalaja na sprawdzanie warunku wystarczajacego dla istnie-
nia ekstremow w punktach stacjonarnych, uwzgledniamy zaréwno znak minus
przed ulamkiem, jak i znak (wspdlnego) mianownika oraz dodatnia lub ujem-
na okres$lono$¢ macierzy drugich pochodnych czastkowych funkcji G -ale tylko
tych dotyczacych zmiennych x oraz y.
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Przyklad. Zbadamy ekstrema z(x,y) jako funkcji uwiktanej w réwnaniu
F(z,y,z) =a* +y* + 2* = 2a*(2* + y* + 2°) = 0,a > 0.

Od razu widaé, ze F(z,y, z) = F(x,y, —z), wiec mamy lokalnie pare funkcji roz-
wiklujacych: +z(x,y), gdzie wybér znaku dyktuje nam znak zadanej wartosci
2. Poniewaz F! = 423 — 4a®x = 0, mamy albo x = 0 albo 2 = =+a, takie same
mozliwoéci-dla y. Poniewaz ma byé¢ F! = 42% — 4a%z # 0, dla (x,y) = (0,0)
warto$¢ z = 0 musimy odrzucié¢ i pozostaja 2 mozliwosci: F'(0,0,z) = 0 dla



2 = +a/2. Ponumerujmy te rozwiazania P;, P,. Dalej, gdy |z| = a = |y|, ma-
my rozwiazania 4z spetniajace |z| = ay/1+ /3, w kérych F! jest niezerowe.
Dla niezerowych z, y mamy wiec jeszcze 8 rozwiazan poprzez dowolno$¢ doboru
znakéw dla kazdej z 3 zmiennych - oznaczmy je przez P;,3 < j < 10. Pochod-
ne mieszane sa zerowe, wiec macierz Hessego dla z bedzie diagonalna. Mamy
F,, = 1222 — 4a?, F,, = 12y® — 4a® i te wartosci beda jednakowe, bo |z| = [y|
w naszych punktach stacjonarnych -wigc statego znaku. Okreslonos¢ macierzy
drugiej rézniczki dla z bedzie wiec dodatnia dla punktu Py = (0,0, av/2) (mi-
nimum lokalne funkeji uwiktanej z) i maksimum lokalne w (0,0) dla z = —av/2
(punkt Ps). Podobnie w punktach Ps, ..., Pg liczniki wzoréw , czyli pochod-
ne 2. rzedu "niemieszane” z F' sa takie same, zmienia si¢ znak mianownikéw -
w zalezno$ci od doboru znaku rozwiazania z. I tak, dla znaku ”plus” wartosé
2(x,y) réwna ay/1 + v/3 jest maksimum lokalnym finkcji uwiklanej z, za$ war-
to$¢ —av/1 + /3 jest jej minimum lokalnym. Jak widaé¢ po punktach Pp, Py
samo pozéwnanie wartosci w punktach ekstreméw nie wystarcza do okreslenia,
kéra z nich jest minimum lokalnym.

11.1 Ekstrema warunkowe.

Jak juz wiemy, w pewnych punktach zbiér M rozwiazan réwnania G(z) = 0,
gdzie G : D C R? — R lokalnie wyglada jak wykres funkcji. Ale na ogét jest to
jednak pewien zwarty podzbiér R™ -np. sfera, elipsoida. Tak jest zwlaszcza, gdy
przy ||z|| — +oo jest |G(z)| — oo - bo wéwezas przeciwobrazy zbioréw zwartych
sa zwarte. Dla regularnych w odpowiednim sensie funkcji G takie zbiory sta-
nowia pewne ”gladkie powierzchnie zakrzywione” zwane rozmaitosciami (ang.
manifolds). Mozna formalnie wprowadzié¢ ich definicje i np. w przypadku d = 3
wektorem normalnym (prostopadlym do plaszczyzny stycznej) dla takiej po-
wierzchni M bedzie gradient G. Nas interesuja ekstrema funkcji okreslonych na
M, gdzie wartosci w punktach spoza M nie uwzgledniamy. Takie funkcje f mo-
ga by¢ okreslone na znacznie wiekszej,niz M dziedzinie- np. na jakims zbiorze
otwartym U C R, jednak wartosci w punktach x € U \ M nas nie interesuja.
Tak jest np. gdy liczymy kres gérny wartosci f po sferze jednostkowej -a wiec
jest to do$¢ czesto wystepujace zagadnienie. W takim punkcie Py € M gradient
f nie musi byé réwny zero, bo w otoczeniu tego punktu znajda sie punkty
spoza M, gdzie f moze mie¢ wartosci istotnie wicksze, niz sup{f(z) : x € M}.
Dobrym przykladem jest f(z,y,2) = « + y + 2- funkcja ciagla osiagajaca na
sferze swoja warto$¢ najwieksza w pewnym punkcie P,, ale jej gradient w kaz-
dym punkcie R? jest taki sam, rézny od zera. Pokazemy, jak taki punkt znalezé,
nie odwolujac sie¢ do teorii rozmaitoéci. Zacznijmy jednak od definicji.

Definicja. Jezeli Gy,...,G : D C R™ — R sg odwzorowaniami ”wyznaczaja-
cymi warunek G; = 07, to méwimy, ze przy tym warunku funkcja f: U — R
ma maksimum lokalne warunkowe w punkcie Py, jesli po pierwsze Py € M :=
{P € D :V,;<xG,;(P) = 0} a po drugie istnieje otoczenie W punktu P, takie,
ze gdy P € WN M, to f(Py) > f(P). Analogicznie definiujemy minimum wa-
runkowe, $cisle (= silne) maksimum warunkowe.

Funkcja Lagrange’a dla powyzszego zagadnienia nazwiemy funkcje

D(x) := f(x) + MG1(x) + XoGa(x) + - + MG ().

Tu liczby A; € R sa pewnymi stalymi, zwanymi mnoznikami Lagrange’a (i na
poczatku traktujemy je jako niewiadome).

Uwaga: Mozna wykazaé¢ (uzywajac tw. o lokalnej odwracalnosci) twierdze-
nie o funkcyjnej zaleznosci, ktére méwi, ze gdy gradienty funkcji Gq,...,Gy
sa liniowo zalezne, to w otoczeniu danego punktu ktéras z tych funkcji da sig
wyrazi¢ jako funkcje od pozostalych funkcji. W pewnym sensie, mozna ja wy-
eliminowaé z zestawu definiujacego zbiér M. Bedziemy wiec zakladaé liniowa
niezaleznos¢ gradientéw VG; w interesujacym nas punkcie.

Twierdzenie (Warunek konieczny na ekstremum warunkowe). Jesli w
punkcie Py € M funkcja f osiaga lokalne ekstremum warunkowe, to w tym



punkcie gradienty funkcji f oraz G; sa liniowo zalezne. (Ze wzgledu na nie-
zalezno$¢ samych Vp G, oznacza to, ze Vp F' jest liniowa kombinacja typu
Z?zl(f)\j)VPOGj, czyli Py jest punktem stacjonarnym dla funkcji La-
grange’a .

Zauwazmy, ze jesli M jest zbiorem zwartym, to czesto juz znajomosé punk-
tow stacjonarnych wystarcza, by znalez¢ punkt, w ktérym f osiaga ktérys ze
swoich kreséw (gérny lub dolny) na zbiorze M. Jedli jest tylko skonczenie wiele
punktéw stacjonarnych dla ®, mozemy poréwnaé wartoéci f w tych punktach
i wybraé te najwicksza (odp. najmniejsza).

Przyktad. Niech S bedzie sfera jednostkowa w R? i rozwazmy jako f forme
kwadratowa wyznaczong przez macierz symetryczng A = (ap,;)m,j<d- Szukamy
jej kreséw na sferze S, w tym celu badamy ekstrema warunkowe

d d
f(z) = Z Zamjmmxj, warunek to G(x):= Zx? —-1=0.
m J
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Poniewaz w punkcie ekstremum warunkowego bedzie

d
Vpe(t,.nay 0=2p(x) = Z (ajpxj + ap;jz;) + 2appTy — 2AT)p,
J=1j#p

oznacza to, ze A jest taka liczba, ze dla pewnego wektora x € S (a wiec nieze-
rowego) jest (A — AI)ax = 0. To nic innego, jak fakt, ze A jest wartoscia wlasna
macierzy A, za$ x -zwigzanym z nia wektorem wtasnym. Czyli Az = Ax. Na-
tomiast (w zapisie macierzowym) f(z) = 2TAz = \aTx = A, gdy ||z|| = 1.
Stad maksimum formy f na sferze jednostkowej, to jej najwigksza wartos$cé
wlasna. Te wartosci mozemy znalezé rozwigzujac réwnanie charakterystyczne:
det(A — AI) = 0. Nastepnie uktad réwnan liniowych pozwolli na wyznaczenie
podprzestrzeni wlasnej. Wektory wlasne sa bowiem wyznaczone z dokladno-
Scig do stalego wspétczynnika. A ten wspdlezynnik tak dobieramy, by umiescié
wektor na sferze jednostkowej. Mamy przynajmniej dwa takie wektory na sferze
S -bo f(—a) = (~1)*f(z) = f(a).

Na koniec tego wyktadu przyjrzyjmy sie warunkom opisanym nie przez roéw-
nania (badz ich uktady), lecz przez stabe nieréwnosci. Na przyktad mamy jakis
zbiér zwarty K opisany przez uklad nieréwnosci: Gi(z) < 0,...,Gg(z) < 0
oraz okreélong na nim funkcje klasy C*, powiedzmy funkcje f. Wiemy, ze juz
z samej jej ciaglosci wynika, ze w pewnych punktach P;, P, funkcja f osiaga
swoje minimum i maksimum na zbiorze K. Dla kazdej z wartosci j = 1,2 ma-
my dwie mozliwosci: albo P; lezy na brzegu zbioru K, albo w jego wnetrzu. W
tym drugim przypadku mamy zwykle ekstremum lokalne. Na brzegu (np. dla
k =1 oznacza to , ze G1(P;) = 0) mamy do czynienia z ekstremum warunko-
wym. Moze sie zdarzy¢ w wyzszych wymiarach, ze w tym punkcie czes funkjcji
G, przyjmuje wartosci silnie mniejsze od zera, a tylko cze$¢ -réwne zero. Wte-
dy ostre nier6wnosci wyznaczaja zbiory otwarte (ich skofczone przeciecie tez
jest otwarte), a te pozostale (np. Gpyy1, ..., Gg) przyjmuja w badanym punk-
cie wartos¢ zero. Tylko te funkcje bierzemy jako uktad wyznaczajacy warunek
w sensie ekstremum warunkowego. Pozostale -moga jedynie zawezaé¢ otwarty
zbiér, na ktorym zdefiniowane jest f.

Przyktad: Wyznaczmy maksimum i minimum z funkcji f(z,y) = 2% — y? +
2R? w kole K = {(x,y) : 22 + y? < R?}. Punkty stacjonarne dla f, to tylko
poczatek ukladu, czyli punkt Py = (0,0), co sprawdzamy przyréwnujac gra-
dient f do zera. Mamy f(0,0) = 2R2. Nastepnie badamy kresy f na okregu
OK = {(z,y) : 2®> + y*> = R?}. Mozna to sprawdzi¢ rozwiktujac réwnanie okre-
gu, czyli wstawiajac y(z) = £v/R? — 2. Wtedy mamy f(z,y(z)) = 222 + R?
dla |z| < R. Pochodna z tej funkcji w przedziale otwartym ma jedyne miejsce
zetowe dla z = 0, wtedy f(0, R) = R? = f(0, —R). Nie mozemy tez zapomnieé
o koficach przedziatu, czyli dla x = £R. Wtedy y(z) = 0 oraz f(£R,0) = 3R2.
Obydwa ekstrema osiagniete sa wiec na brzegu.
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