Analiza mat. na kierunku ”Elektrotechnika” II sem. wyklad ”zdalny” 13.

13  Calki krzywoliniowe

W dalszym ciagu przez krzywa w R™ bedziemy rozumieli odwzorowanie ciagte

v : [a,b] — R™. Poniewaz y(t) jest wektorem o wspélrzednych (71 (), ..., v, (1)),

funkcje v; nazwiemy j— ta wspoélrzedna tej krzywej. Bedziemy tez zakla-

dali, ze jest to odwzorowanie klasy C', czyli wszystkie te wspélrzedne sa

funkcjami klasy C'. Wéwczas jak juz zauwazylismy, gdy +/(t) oznacza wek-
/

tor (Y4 (t), ..., (1)), to dlugosé tej krzywej, to calka z normy euklidesowej tego
wektora: £(y) = f; IV ()|l dt. Jesli potraktowaé df jako wszystko to, co znaj-
duje sie w po znaku calki, czyli gdy dl(t) = ||7/(¢)]| dt, bedzie to tak zwana
"rézniczka dhugosci”, nazywana tez ”elementem diugosci” na tej krzywej.
Catke krzywoliniowa nieskierowana f,y f(x)dt wzdluz krzywej v z funkeji
skalarnej f okreslonej na punktach v nazywana tez catka niezorientowana po
krzywej ~y, lub caltka krzywoliniowa pierwszego rodzaju definiujemy wzorem

v ()] dt.

. b b
/ f@yae, <[ rawyai = [ o)

a

Jedna z interpretacji jest ciezar krzywej materialnej, ktorej jednostka diugosci
w punkcie ¢t ma wage f(t) (np. ten ciezar wlasciwy jest wyrazany w gramach
na centymetr. Ten ciezar moze sie zmienia¢ wraz ze zmiang parametru t. Np.
mozemy zanurzy¢ tuk z jednorodnego kawalka drewna w wodzie, ale sila wy-
pornosci na réznej gebokosci bedzie rézna i wynik catkowity bedzie cigzarem,
jaki odczuwamy po uwzgledneiniu wypornosci wody.

Dla krzywej plaskiej (n=2) mamy np.

V() = (x(t),y(t), zas dl(t) = \/(Zf>2 + (fg)th.

Gdy krzywa jest wykresem funkcji f : [a,b] — R, czyli v(t) = (¢, f(t)) € R?, to
de(t) = /14 (f'(t))? dt. Korzystajac z definicji zwyklej catki Riemanna moz-
na wywnioskowaé¢ cos, co w bardziej zaawansowanych kursach przyjmuje sie
jako definicje takiej calki nieskierowanej: Jesli mamy ustalony podzial odcinka
parametryzujacego te krzywa w postaci a = tg < t; < -+ < t,, = b, oraz jesli
przez {(A;) okreslimy diugosci j-tych odcinkéw cieciw tej krzywej, czyli odcin-
kéw o koncach y(t;—1),7(t;), i gdy mamy zadany uklad punktéw posrednich
& € [tj—1,t;], to suma calkowa dla calki nieskierowanej nazywamy sume

m
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Calka nieskierowana z f po krzywej ~, to granica takich sum, gdy $rednice
podzialéw odcinka [a,b] punktami ¢; zmierzaja do zera. Jest to wiec calka
bardzo podobna do zwyktej catki Riemanna.

Ciekawsza jest calka drugiego typu, gdy catkujemy wzdluz krzywej v w
przestrzeni R™ tak zwane pole wektorowe F okreslone w punktach tej krzy-
wej, czyli odwzorowanie, ktérego wartodciami sa wektory F (z) € R™. Dla dwu
zmiennych skladowe takiego pola (czyli wspolezynniki wektora F(z) ozaczamy
czesto w przypadku n = 2 jako P, @, zamiast punktu z € R” rozwazamy jego
wspétrzedne (z,y) € R?).

Definicja Calke krzywoliniowa z pola wektorowego F(z) wzdluz krzywej ~
definiujemy jako calke z iloczynéw skalarnych wektoréw tego pola przez wektory
pochodnej tej krzywej. Np. dla n = 2 przyjmujemy

def

b
/Pdw—i—Qdy = / [P((t),y(t))' (t) + Q(z(t), y(t))y'(1)] dt.



W sytuacji ogélnej (krzywa w R™) calke tego II typu definiujemy wzorem

. . b
/ F(z)ds = / Fy(z)dxy + -+ Fy(x) dx,, = / (F(y(£)), /(1)) dt,

gdzie nawias (-,-) oznacza iloczyn skalarny, czyli iloczyn dlugosci wektoréw
pomnozony przez cosinus kata miedzy nimi. Wektor +/(¢), to wektor styczny
do krzywej.

W jednej z interpretacji fizycznych, dla pola sit F dzialajacego w punktach
krzywej na punkt materialny poruszajacy sie po tej krzywej, nasza catka przed-
stawia prace wykonana podczas ruchu wdtuz krzywej w obecnosci tego pola sil.
Jest ona maksymalna gdy sila przykladana jest w kierunku przebiegu krzywej,
za$ jest ona zerowa gdy kierunki sil dzialajacych sa prostopadle do krzywej
(tzn. do jej wektoréw stycznych).

Wyjatkowo wazny jest wzér Greena wiazacy catke po krzywej zamknietej
na plaszczyznie z catka podwdjna po obszarze ograniczonym taka krzywa. Za-
cznijmy od definicji.

Definicja. Krzywa v : [a,b] — R™ nazywamy krzywa zamknieta, gdy
v(a) = ~y(b). Jesli krzywa zamknieta jest ponadto odwzorowaniem injektyw-
nym poza koncami przedzialu, czyli na odcinku otwartym (a,b), to nazywamy
ja krzywa Jordana. Warunek injektywnosci oznacza, ze nie ma punktéw ”samo-
przeciecia” tej krzywej. Obszarem nazywamy zbiér otwarty, ktorego kazde dwa
punkty mozna potaczy¢ krzywa zawarta w danym zbiorze. Méwimy, ze krzywa
v lezaca na brzegu obszaru D jest dodatnio zorientowana wzgledem tego ob-
szaru, gdy poruszajac sie wzdluz v(t) w kierunku wzrastajacego argumentu ¢
mamy obszar D po lewej stronie.

Na przyklad, okrag (cost,sint) jest dodatnio zorientowany wzgledem kola
{(z,y) € R? : 2% + 3% < 1}. Matematyk francuski Camille Jordan wykazal,
ze kazda krzywa Jordana w R? wycina z plaszczyzny doktadnie jeden obszar
ograniczony 2, zwany ”wnetrzem krzywej zamknigtej 7. Dokladniej, jesli z
plaszczyzny usuniemy zbiér wszystkich punktéow krzywej Jordana, to otrzyma-
my dwa obszary: jeden nieograniczony, drugi ograniczony. Przykladem takiej
krzywej jest np. okrag, czy brzeg elipsy.

Twierdzenie (Wzér Greena). Jezeli D jest obszarem w R? normalnym
wzgledem kazdej z osi, ktérego brzeg jest krzywa Jordana klasy C*, dodatnio
zorientowa wzgledem D, to dla pola wektorowego Pf—i—Q]’ klasy C', okrelonego
na w punktach domkniecia zbioru D, mamy

APdm+Qdy:/A)(Q;—P;) dady. (1)

Dowéd sprowadza sie do zastosowania twierdzen o iterowaniu catki podwdjnej
po obszarze normalnym i do wzoru Newtona-Leibniza. Osobno liczymy catki
wzgledem dx ze sktadowej P naszego pola, osobno -z ), uzywajac normalnosci
obszaru raz wzgledem OX, w dugim przypadku -wzgl. OY. Szczegély pomijam.

Wzoru tego mozemy np. uzy¢ do obliczenia pola obszaru D ograniczone-
go przez krzywa Jordana . Wiemy, ze pole mo(D) (= 2-wymiarowa miara

Jordana) jest réwne calce podwdjnej po obszarze D z funkcji stale réwnej 1.
Dobieramy funkcje P, @ tak, by bylo @, — P, = 1. Mozemy to uczyni¢ na parg
sposobéw: np.

mg(D):/Ymdy:L(—y)dx:;[y(:z:dy—ydx).

Na przyktad dla elipsy (acost, bsint),t € [0, 27] pierwsza z calek, to

2m 2
/ (acost)(beost)dt = ab/ cos’ t = mab.
0 0

Przypuéémy, ze mamy taka sytuacje: dwie krzywe, 71,72 : [a,b] — R? maja
taki sam poczatek: punkt A = (x0,y0) 1 taki sam koniec B = (x1,y1), nato-
miast pole wektorowe o wspdlrzednych (P, Q) jest okreslone w jakims wiekszym



obszarze zawierajacym obydwie krzywe. Czy (albo: kiedy) calki z tego pola po
tych krzywych beda réwne? Jesli dla kazdej krzywej w danym obszarze o po-
czatku A i koncu B calki beda réwne, to powiemy, ze te calki nie zaleza od drogi
catkowania, a jedynie od punktow: poczatkowego i koncowego. Okazuje sie, ze
zalezy to gléwnie od pola wektorowego (P, Q). Analogiczng sytuacje mozemy
rozwazaé¢ w przestrzeni tréjwymiarowej - dla pola (P, Q, R) i w tym przypad-
ku podamy definicje, ktora dla n = 2 latwo otrzymaé¢ usuwajac zmienng z i
dotyczace jej warunki.

Definicja. Funkcje ® : D — R nazywamy potencjalem pola (P, @, R) w obsza-
rze D, jedli sktadowe tego pola sa odpowiednio jej pochodnymi czastkowymi:

p- g2 R

ox dy 0z
gdzie réwnosci zachodza w kazdym z punktéw (z,y, z) obszaru D.

Potencjal nie musi istnieé¢, jesli istnieje - to pole nazywamy polem poten-
cjalnym. Kluczowym narzedziem przy badaniu potencjalnosci pola okazuje sie
tak zwana rotacja pola. Podamy osobno jej 2-wymiarowy oraz 3-wymiarowy
wariant. W przestrzeni R? rozwazamy pole wektorowe (P,Q), za$ w R3 -pole
F = (P,Q, R). ich rotacje okreslamy odpowiednio przez

-

I’Ot(P7 Q) = le _Py/7 rOt(PanR) = Z(Rly _QIZ')—’_;(PZI _RIJ:)—’—E(Q; _P;)

Tak wiec rownosé we wzorze Greena mozna skréotowo zapisa¢ w nastepujacej
postaci: [, Pdx+ Qdy = [[, rot(P,Q)dzdy, gdzie 0D oznacza krzyws be-
daca brzegiem obszaru normalnego D dodatnio zorientowanym wzgledem tego
obszaru. Dla n = 3 zachodzi w pewnym sensie analogiczny wzér Stokesa, ktory
poznamy w nastepnym wykladzie. Rotacja jest tu polem wektorowym i caltka
po prawej stronie bedzie tak zwanym strumieniem tego pola przez zewnetrzna
strone brzegu obszaru. Istnieje pewien latwiejszy sposéb zapamigtania, czym
jest wektor rotacji. Jest to ”formalny wyznacznik” macierzy

i ]k
rot(P,Q,R) =det | 2 8% 2

P @ R

Ogolna odpowiedZ na powyzej sformulowane pytania w przypadku obszaréw
normalnych (czy ogélniej -dla n=2 dla obszaréw ”nierozcinajacych plaszczy-
zny” , dla n-3 - dla obszaréw jednospdjnych) jest zawarta w nastepujacym
twierdzeniu.

Twierdzenie. Jezeli pole wektorowe F jest klasy C' w obszarze normalnym
D, to nastepujace warunki sa rownowazne:

1. Istnieje potencjal ® dla tego pola.

2. Calki krzywoliniowe zorientowane po krzywych v : [a,b] — D nie zaleza
od drogi calkowania, a jedynie od punkéw: A :=~(a), B := (b).

3. Calki po krzywych zamknietych z F sg rowne zero
4. rotF =0 w kazdym punkcie obszaru D.

Ponadto, jesli ktérys z tych warunkéw zachodzi, to catka z pola F wzdhuz, takiej
krzywej v jest réwna réznicy potencjaléw: ®(B) — O(A).

W zwiazku ze wspomniang niezaleznoscia od drogi catkowania, catke w
polu potencjalnym zapisujemy czesto w postaci ff Pdx + Qdy + Rdz. W
takiej sytuacji zazwyczaj punkty A, B zapisywane sa jako uklad (dwu lub
trzech) wspolrzednych. Zwréémy uwage na fakt, ze potencjal pola jest (o ile
istnieje) wyznaczony jedynie z dokladnoscia do stalej -podobnie, jak to by-
to z funkcja pierwotna dla przypadku n = 1. Poszukiwania potencjalu warto



rozpoczaé¢ od sprawdzania warunku koniecznego. Na przyklad, jest on spel-
niony dla (P,Q) = (e5"¥,2y + xcosyes™Y) | a nie jest spetniony gdy np.
(P, Q1) = (e8™Y 2% cosye™Y) i zobaczmy, jak w pierwszym przypadku moz-
na znalezé potencjal ®. Z warunku @/ = eSY _traktujac y jako ustalone,
znajdujemy, ze ®(x,y) = ze’™Y + C(y), gdzie C(y) jest staly calkowania- ale
ona moze zaleze¢ od y. Teraz liczymy pochodna po y z tak otrzymanej funk-
cji: (%[a:esmy + C(y)] = xcosyes™¥ + C'(y) Poréwnujac otrzymany wynik z
funkcja Q widzimy, ze musi by¢ C'(y) = 2y, czyli C(y) = y* + C. Tym ra-
zem stala C' juz nie zalezy od x. Gdyby z rachunkéw wyniknelo co innego,
to z pewnoscig rotacja nie byta by zerem i po prostu -brak potencjatu! Osta-
tecznie wiec ®(x,y) = y* + xe™Y. Sprawdzamy liczac ), @), -i okaze sie, ze
faktycznie, warunki na potencjat sa tu spelnione. Gdybyémy w drugim przy-
padku nie sprawdzili warunku koniecznego (zerowania sie rotacji), to prébujac,
jak poprzednio -z réwnania ®/, = P; otrzymamy dokladnie to samo, czyli - ze
musi byé¢ ®(z,y) = zes™¥ + C(y) dla pewnej funkcji C(y) juz nie zalezacej od
zmiennej z.. Stad pochodna po y, réwna x cos ye* ¥ +C’(y) - powinna z drugiej
strony by¢ réwna Q1 (z,y) = 22 cos ye*"¥. Odjecie stronami da nam ”podejrza-
na réownoéé”: (22 —x) cos ye* ¥ = C’(y). I tu mamy problem: Funkcja C(y), jak
i jej pochodna -nie zaleza od x. Natomiast lewa strona -zalezy (przy ustalonym
y -rézniczkujac po o dostaniemy sprzecznoéé typu: (2z — 1) cosyes™¥) = 0. Bo
w naszym otwartym zbiorze D moga sie zmieniaé¢ (o ile zmiany beda male)
zar6wno x, jak i y , wtedy bedzie np. cosy # 0 -co spowoduje wymuszenie
statej wartoéci dla x typu x = %

Wracajac do pola (P, Q) z tego przykladu - latwo teraz policzyé catki po
krzywych o poczatku np. A = (0,0) i koficu B = (7,1). Wynikiem bedzie
®(B) — ®(A), gdzie ®(x,y) = y* + zeSnY.
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