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14  Calki powierzchniowe

Przez powierzchnie, lub ptat powierzchni bedziemy rozumieli w tym wykladzie
podzbiér M przestrzeni euklidesowej R® opisany na jeden z trzech sposobéw:

e jako wykres M = {(z,y,2) € R® : (x,y) € D, z = f(x,y)} funkcji
klasy C' dwu zmiennych f : D — R, gdzie D jest pewnym obszarem
normalnym w R?

e w postaci uwiktanej -jako zbiér typu M = {(z,y,2) € R®: G(z,y, z) = 0}
gdzie G jest funkcja klasy C' na pewnym otwartym obszarze w R3.

e lub jako powierzchnie okre§long parametrycznie réwnaniami z = z(s,t),y =
y(s,t),z = z(s,t), gdzie (s,t) € D dla pewnego obszaru normalnego
D c R?2. W tym przypadku czesto przez 7(s,t) -tak zwany promien
wodzacy- oznaczamy punkt o wspétrzednych (z(s,t), y(s,t), z(s,t)) € R3.

W pewnym sensie powierzchnie sg dwuwymiarowe- gdyz lokalnie mozna je opi-
sywac przy uzyciu dwu niezaleznych wspétrzednych. Mieliémy juz do czynienia
z powierzchniami obrotowymi i nawet wyliczaliémy ich pole powierzchni. Brze-
giem powierzchni beda pewne krzywe. Decydujaca role przy mierzeniu pola
powierzchni krzywoliniowych odegra wektor normalny 7 = 7i(FPy) w punkcie
Py € M oraz jednostkowy wektor normalny ﬁﬁ) Sa to wektory w kierunku
prostopadtym do powierzchni M, czyli prostopadle do plaszczyzny stycznej.
Na przyklad, dla postaci uwiklanej rownanie plaszczyzny stycznej w punkcie
Py opisuje te prostopadlo$é¢ poprzez zerowanie si¢ iloczynu skalarnego wektora
P(;P = P— Py o poczatku Py i koncu P lezacym na tej ptaszczyznie przez wektor
Vp,G: gdy wspélrzedne punktu P zapiszemy jako (x,y,z), Po = (2o, Y0, 20),
to réwnanie plaszczyzny stycznej do M w Py ,to

(x —20)Go(Po) + (y — y0) Gy (Po) + (2 — 20)G( Fy) = 0, (1)
gdzie jak zazwyczaj, np G, = %—f. Od razu widaé, ze wektorem normal-

nym jest tu gradient funkcji G w punkcie Py. Natomiast unotmowany wek-
tor normalny, to ten wektor 7(Py) podzielony przez jego norme, czyli przez
I7(Po)|| = \/(GQC(PO))2 + (G (Po))? + (GL(Fy))?. Zakladamy, ze w kazdym
punkcie P € M istnieje taki niezerowy wektor normalny 7i(P), ktéry zalezy
w sposob ciagly od P, czyli gdy odwzorowanie M > P — 7i(P) € R? jest ciagte.
Takie zalozenie bedzie konieczne przy liczeniu calki zorientowanej, zwanej tez
strumieniem wektora przez powierzchnie. Wektor normalny wskazuje na strone
powierzchni -mozemy na przyklad méwié o zewnetrznej stronie sfery, czy innej
powierzchni zamknietej. W przypadku powierzchni bedacej wykresem funkcji f
wybieramy zazwyczaj gorna strone powierzchni. Wektor normalny wskazujacy
dolng strone¢ powierzchni uzyskamy zapisujac réwnanie powierzchni w postaci
f(z,y)—2z =0, gdzie G(z,y, z) = f(x,y) — z. Wektor normalny, to w tym przy-
padku (fy, f,, —1). Jezeli w odpowiedni sposéblj zdefiniowaé pole powierzchni,
to rozniczka powierzchni na placie bedacym wykresem f bedzie

dS(w,y) = 1w,y) | dedy = \/(2)2 + (f3)? + 1 dady.

1Ze wzgledu na brak czasu wspomne jedynie, ze dzielimy M na male kawalki i otoczenie
punktu bedace takim kawatkiem rzutujemy na plaszczyzne styczna do M w danym punk-
cie. Przyblizamy pole otoczenia punktu na placie przez miare plaska Jordana takiego rzutu.
Potem miary takich kawalkéw o roztacznych wnetrzach sumujemy otrzymujac przyblizong
wartos$¢ pola powierzchni M. Gdy srednice fragmentéw podziatu zmierzaja do zera, w grani-
cy otrzymamy dokladna warto$¢ pola. Metoda wpisywania tréjkatéw w powierzchnie plata
nie da nawet po przejéciu granicznym wlasciwej wartosci, o czym swiadczy przykltad z po-
wierzchnia boczng walca podany w ksiazce Fichtencholza ” Rachunek rézniczkowy i catkowy
tom 3.”



Twierdzenie Gdy ptat jest obrazem obszaru normalnego D C R? przez od-
wzorowanie D 3 (z,y) — (z,y, f(z,y)) € M -czyli wykresem f : D — R, to
pole plata M wynosi S(M) = [[,dS(z,y) = [[, \/(fé)2 + (f;)? + 1dzdy.
Dla powierzchni o réwnaniu parametrycznym M = {7(s,t) : (s,t) € ﬂD}
wektorem normalnym w punkcie Py = 7(sg, o) bedzie iloczyn wektorowy r’ x

r_{;, ktéry wyliczamy jako (rozwiniety wzgledem pierwszego wiersza) formalny
wyznacznik macierzy:

ik
n(Py) =det | 2/ o, 2. |, (2)
Ty

gdzie pochodne liczone sa w punkcie (s, to). Jest to wiec wektor o wspdlrzed-
nych (A, B, C) bedacych odpowiednio jakobianami (liczonymi w tym punkcie
(80, to):

9y, 2)
d(s,1)

/ /
A= (Czyli = det ( y7 Zg )>’ B = 8(2737) - a(g;7y)

Yooz (s, t)’ (s, 1)

Te wspotrzedne A, B, C sg funkcjami -zmienng jest tu parametr dwuwymia-
rowy (s,t) opisujacy polozenie punktu 7(s,t) € M. Stosujac ponownie zasade,
w my$l kérej rézniczka dS powierzchni jest norma wektora 7, mamy

dS(s,t) =/ A% + B? + C?dsdt.
Analogicznie do powyzszego twierdzenia mamy
wzor na pole M: jest to S(M) = [[, dS(s,t) = [[, VA% + B% + C?dsdt.

Mozemy obecnie zdefiniowaé calki powierzchniowe 1. typu (niezorientowa-
ne) z funkcji h : M — R, jako granice sum postaci

gdzie M,, sa fragmentami, na jakie podzielimy powierzchnie M, S(M,,), to pole
n-tego fragmentu, P, € M, jest wybranym ”punktem posrednim”. Jesli przy
zmierzaniu do zera S$rednic zbiorow M, istnieje granica takich sum catkowych,
to nazywamy ja caltka powierzchniowa z funkcji h po obszarze M, oznaczana
[[;, hdS. Mozna wykaza¢ nastepujace

Twierdzenie. Gdy h jest ciagla, powierzchnia M jest zbiorem domknietym
i ograniczonym, to h jest catkowalna, czyli istnieje wspomniana granica i jest

ona réwna calce i
// h(7(s,t)) dS(s,t).
JJD

Przykladem jest liczenie masy powierzchni wykonanej z réznorodnego ma-
teriatu, ktérego centymetr kwadratowy w punkcie P € M ma warto$¢ h(P)
graméw na cm?. Przy podziale na male fragmenty, jesli h jest ciagla, uzysku-
jemy w przyblizeniu stala warto$é réwna h(P,) w punktach P € M,,. Sumujac
tak policzone masy fragmentow -obliczymy przyblizona mase M. Natomiast
gdy funkcja h jest stata réwna 1, to bezposrednio suma catkowa bedzie réwna
polu powierzchni M.

Przypus$émy teraz, ze statek rybacki plywajacy po morzu zarzucil sie¢ (w
ksztalcie powierzchni M) i chee zlowié ile sig¢ da z lawicy ryb. Te ryby, ktore
plyna prostopadle do sieci -zostang ztowione, te -ktére poruszaja sie w kierunku
stycznym -moga sie z tej pulapki wyslizgnaé, zwlaszcza, gdy sie¢ nie stanowi
powierzchni zamknigtej, tak jest zreszta najczedciej. Efekt zerowy -gdy cosinus
kata =0 , maksymalny -gdy cosinus jest réwny 1- chodzi o sam kat, nie o dlu-
go$¢ wektora normalnego. Analogicznie mozna wyliczaé energie uzyskang przez



zagiel od wiatru. Znéw bedzie to zalezalo od iloczynu skalarnego jednostkowego
wektora normalnego i wektora predkosci wiatru. Dzielac powierzchnie na ma-
le fragmenty zyskujemy na nich przyblizona stalo$¢ wektora ”przeptywajacego
przez powierzchnie”, przyblizona stalo$¢ wektora jednostkowego normalnego.
Stad taka posta¢ sum catkowych dla strumienia pola wektorowego F przez
powierzchnie M. Do tego potrzebny jest jednostkowy wektor normalny -ktéry
oznaczymy 1].

Moéwimy, ze powierzchnia M jest orientowalna, gdy istnieje odwzorowanie
ciagle przypisujace kazdemu punktowi w € M wektor normalny o dlugosci 1,
zwany jednostkowym wektorem normalnym 7j(w). Wéwcezas dla odwzorowania
ciaglego M > w — ﬁ(w) € R?, zwanego polem wektorowym definiujemy ”stru-
miefi wektora F przez strong powierzchni M wyrézniong przez zwrot wektora

7’ jako granice sum Zn 1 S(M,)E(wy) - if(wy), w ktérych S(M,) -to pola
povvlerzchm fragmentow M,,, na kére dzielimy M, w,- to punkty dowolnie wy-
brane z M,,, kropka oznacza iloczyn skalarny. Otrzymana granice (zwana tez
calka powierzchniowa 2. rodzaju) oznaczamy symbolem

// F-nds.
M

Gdy (P, @, R) sa wspélrzednymi pola wektorowego F , innym -do$¢ czesto uzy-
wanym symbolem dla tej calki jest

// Pdydz + Q dzdx + R dzdy.

Przestawienie kolejnosci z alfabetycznej: dxdz na dzdz jest celowe- odzwier-
ciedla znak —1 w érodkowym sktadniku rozwiniecia Laplace’a. Zamiana kolej-
nosci kolumn w jakobianie daje wtasnie taki znak -1.

Twierdzenie. Przy wprowadzonych powyzej oznaczeniach i zatozeniu o orien-
towalnosci M okreslonej parametrycznie, strumien wektora F' = (P, @), R) przez
powierzchnie zorientowana M jest rowny calce

/ / 7(7(s,t))dS(s, 1) / / det x(r stt))) Qy(&(fff))) RZ(Z((;’;))

/
S
wy(s,t)  yils,t)  z(s.t)

Poniewaz dS powstaje przez pomnozenie dsdt przez ||7i(r(s, t))], zas n( (s,1))
powstaje przez podzielenie wektora 7i przez jego norme, catka ffD 7(s,1)) -
n(7(s,t))dS(s,t) ma prostszy zapis -jest réwna

/ /D F(i(s,t)) - 7i(i (s, 1)) dsdt.

Jeszcze bardziej uprosci sie catka po goérnej stronie wykresu f(s,t) z pola o

sktadowych (0,0, R):
// Rdxdy = // )) dsdt.

Faktycznie, iloczyn skalarny wektora (0,0,R) przez wektor normalny, ktérego
ostatnia skladows jest 1 -wynosi R. Calka po M z takiego pola jest wiec réwna
zwyklej calce podwdjnej po rzucie M na plaszczyzne OXY. Calke ffM Pdydz
mozemy policzy¢ jako caltke op rzucie M na plaszczyzne oYZ itp.

Sa dwa twierdzenia laczace strumien pola z calkami innego typu. Dla pola
wektorowego F = (P,Q, R) klasy C! na obszarze domknietym  C R? zdefi-
niujmy zrédlowosé, lub dywergencje tego pola wzorem

div(F) = div(P,Q, R) == P, + Q, + R..

Jest to wiec slad macierzy Jacobiego -czyli pierwszej rézniczki odwzorowania
F. Jest to juz funkcja (ciagla) o wartosciach skalarnych. Niech teraz M = 9



oznacza brzeg obszaru () i zakladamy, ze jest to regularna powierzchnia, zas
sam obszar jest normalny wzgledem kazdej z osi. Czesci brzegu sa wiec wy-
kresami funkcji ciaglych i zakladamy istnienie ciaglego jednostkowego wektora
normalnego 7 na tym brzegu, zwrdconego na zewnatrz (ang. ”outward unit
normal vector”) Zachodzi wtedy bardzo wazny wzdér wiazacy strumien pola
wektorowego przez brzeg obszaru z catka potréjna po wnetrzu tego obszaru

Twierdzenie Ostrogradskiego -Gaussa

f/mﬁ.ndS = ///Q div(ﬁ) dzdydz.

Pola wektorowe o zerowej dywergencji nazywamy tez polami bezzrodlo-
wymi. Dla takiego pola ”ile wektora wplywa do obszaru -tyle go tez z niego
wyplywa.

Inng wazna wielkoScia zwiagzana z polem wektorowym jest jego rotacja, o
ktérej juz wspomnieli$my przy okazji wzoru Greena. Przypomnijmy, ze definiu-
jemy dla pola wektorowego klasy C* jego rotacje (bedaca tez polem wektoro-
wym) jako formalny wyznacznik

rot(P,QR)=det | 2 2 2 | =i(R,—Q.)+j(P.~RL)+KQ,~P).
P Q R

Przypu$émy, ze mamy plat powierzchniowy M, ktérego brzeg OM jest glad-
ka krzywa Jordana. Ponadto postulujemy zgodnosé orientacji powierzchni M i
tej krzywej: gdy stoimy na krzywej majac skierowany ku gorze wektor normal-
ny dla M, to patrzac w kierunku przebiegu krzywej powinniSmy mie¢ obszar
po lewej stronie. W przypadku powierzchni ptaskiej M C R? bedzie to obszar
z brzegiem dodatnio zorientowanym (przebieganym w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazéwek zegara) Na powierzchni M wraz z jej brzegiem mamy okreslo-
ne pole wektorowe klasy C! zachodzi wéwczas drugi z bardzo waznych wzoréw

Twierdzenie Stokesa. Przy powyzszych zalozeniach catka krzywoliniowa z
pola po brzegu M jest rowna strumieniowi rotacji pola przez powierzchnie M:

Pdr+Qdy+ Rds // rot(P.Q, R) - ids.
OM M

W innym zapisie,

/ Pdm+Qdy+Rdz:// (R, —Q.,) dydz+(P.—R),) dzdz+(Q’,— P,) dxdy.
oM M

Zwréémy uwage na to, ze kolejnosci: liczenia pochodnych czastkowych i
wystepowania rézniczek sa tu jednakowe.



