Analiza mat. na kierunku ”Elektrotechnika” II sem. wyklad ”zdalny” 15.

15 Przeksztalcenie caltkowe Fouriera

15.1 Calki zalezne od parametru

Zalézmy, ze mamy funkcje dwu zmiennych, powiedzmy f(x,t) okreslona w
iloczynie kartezjanskim D x [a,b] gdzie D = [a, 3], —o0 < a < b < +o0.
Zalézmy tez, ze przy dowolnie ustalonym z € D funkcja [a,b] 3 ¢ — f(z,t) € R,
ktéra mozna zapisa¢ w postaci f(z,-) jest calkowalna. Mozemy wtedy badaé funkcje

¢: D>z ¢(x /fxtthR

-czyli calke z parametrem x. Mozemy badac¢ cigglo$é, rézniczkowalnosé i obliczaé
catke wzgledem tego parametru x. W dalszym ciagu istotna dla zastosowan bedzie tez
sytuacja catek niewtasciwych, gdy zamiast przedziatu domknietego ograniczonegol|a, b|
wystepuje zbiér R (lub w przypadku przeksztalcen Laplace’a- zbiér Ry ). Korzystajac
z jednostajnej cigglosci f ciagtych na domknietych i ograniczonych podzbiorach R?
tatwo otrzymamy nastepujace:

Twierdzenie 1. (O ciaglej zaleznosci catki od parametru.) Fezeli f jest
ciagla w zbiorze D X [a,b], to jej calka ¢(x) jest ciagla wzgledem zmiennej x.

7 kolei, zastosowanie twierdzen o wartoéci sredniej dla catek po odcinkach
podziatu i definicji calki podwdjnej po prostokacie implikuje

Twierdzenie 2.(O iterowaniu calki.) Fezeli f jest ci@glaﬂ w zbiorze D X
[a, b], to funkcja ¢(z) jest calkowalna i zachodzi réwnosé

//f:z:tdtdx—/ /fxtdx (15.1)

Jak juz wiemy, obydwie strony wréwnosci sa rowne calce podwodjnej
po tym prostokacie.

Nastepne twierdzenie wynika z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej stoso-
wanego do ilorazu réznicowego 3 (¢(z + h) — ¢(x)), réwnego dzieki liniowosci calki
wyrazeniu

b1 )
/a E(f(m—l—h,t)—f(mt))dt:/a %f(:v+)\z,th7t)dt.

Tu Ag,t € (0,1) okredla punkt posredni miedzy = oraz z + h. Gdy % jest ciagta, to
przy h — 0 wartosé¢ tej pochodnej czastkowej w punktach posrednich (z + Az :h,t)
zmierza do jej wartosci w (z, h), dzieki twierdzeniu 1. Niewiele wiemy o postaci punk-
tu & + Ag,th, ale catkowalnosé wynika dla prawej strony stad, ze ta funkcja
podcatkowa jest réwna +(f(x + h,t) — f(z,t)). Rozumujac w ten sposéb dochodzimy
do nastepujacego Wmosku.

Twierdzenie 3.(O rézniczkowaniu calki wzgledem parametru.) Gdy

funnkcje f oraz % sa clagte w [a, 8] x [a,b], to

b b
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Odpowiedniki twierdzen 1,2,3 dla calek niewladciwych (ograniczmy sie do
f:o ) wymagaja silniejsiych zalozen, niz tylko zbieznosé calki niewtasciwej.

Definicja Catka fa f(x,t)dt jest zbiezna jednostajnie wzgledem para-
metru @ € D do wartosci ®(x), jezeli dla @y (z) = fqu(:zc,t) dt granica
O(x) = limps oo Pps(x) jest jednostajna.

I'Wystarczy zamiast ciaglosci zalozyé catkowalnosé f oraz |f| po tym prostokacie, wéwczas
caltkowalno$é f(z,-) mamy dla prawie wszystkich z (czyli poza zbiorem miary zero).



Warunek Cauchy’ego zbieznosci calki niewtasciwej oraz kryterium porow-
nawcze majg swbj oczywisty odpowiednik dla zbieznosci jednostajnej calek:

Twierdzenie 4. Caltka niewlasciwa faoo f(z,t)dt jest zbiezna jednostaj-
nie wzgledem z € D wtedy i tylko wtedy gdy

B
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Warunkiem wystarczajagcym dla takiej zbieznosci jest istnienie ”ma-
joranty calkowalnej”, czyli takiej funkcji g : [a, +o0] — R, ze

Vo |00 < 9(0) oraz [ glt)dt < . (15.2)

Whioskiem z odpowiednich twierdzen (o ciaglosci granicy jednostajnej ciagu
funkcji ciaglych, o calce z takiej granicy, czy o zbieznoéci jednostajnej wraz z
pochodnymi) jest nastepujacy rezultat (teza (ii), to Twierdzenie Fubiniego).

Twierdzenie 5.

(i) Jezeli funkcja ciaglta f(z,t) spelnia warunek (15.2) dla pewnej
majoranty caltkowalnej g(t), to jej caltka niewlasciwa ®(z) zalezy
w sposé6b ciaggly od x.

(ii) Zalézmy, ze f : [a,+o0] X [b,+00] — C jest ciqglaﬂ oraz

/a(/b |f(s,t)] ds) dt < +o0. (15.3)

Woéwczas calki iterowane niewlasciwe z f sg réwne:

/ /fstdsdt / /fstdt

(iii) Jezeli D jest otoczeniem punktu z, za$ funkcja f: D x [a, 0] ma
calki ®(z) := [ f(x,t) dt zbiezne oraz calki ¥(z ) faoo 2 f(x,t)dt
sg Jednostajnle zbiezne, to ¢'(x) = ¥(x), czyli "mozna zamieniaé
kolejnosé operacji: calkowania i rézniczkowania”.

Teza (ii) (formulowana w ogélniejszej postaci dla calek Lebesgue’a z funkcji
mierzalnych spelniajacych (15.3)) znana jest jako ” Twierdzenie Fubiniego”.

Bedziemy w dalszym ciggu mieli do czynienia z funkcjami o wartosciach
zespolonych, gdzie catke mozemy interpretowaé jako sume catek: catki z cze-
$ci rzeczywiste] Re(f) plus calka z czesci urojonej Im(f) pomnozona przez i
-jednostke urojona (i* = —1). Ponadto [, f(x,t)dt := ft}oj f(x,t) dt definiuje-
my jako sume:
f flx,t)dt + f (x,t) dt, wszystkie dotychczas sformulowane wlasnoéci
przenosza sie¢ be zmian na ten przypadek.

15.2 Transformata Fouriera

Jesli f : R — C jest funkcja, ktérej czesci: rzeczywista i urojona spelniaja na
wszystkich przedzialach skoficzonych warunki Dirichleta i taka, ze [ j;o |f(x)]de <

+00, to definiujemy jej transformate Fouriera Ff = f wzorem

flw) = Tt f (L) dt (15.4)

m/ﬂc

W wielu podrecznikach podaje sie nieco inna definicje -bez stalej \/%, wo6-

czas (inna, niz 1) stala (réwna Qi) pojawia sie we wzorze na transformate
us

2Zalozenie ciggloici mozna bardzo ostabié- do tzw. mierzalnoéci z zatozeniem (15.3)



odwrotna. W naszym przypadku jezeli zaréwno |f|, jak 1 | f | maja calki po
calym zbiorze R skonczone, to mozna wykazaé¢ nastepujacy

1 too R
wz6r Fouriera: f(t)= E/— et f(w)dw =: (FH(f)(1). (15.5)

Gdyby zdefiniowaé operacje r przypisujaca funkcji g funkcje r(g), gdzie

(r(9))(z) = g(~=), to F'(g)=F(r(g)). (15.5a)

Innym powodem uzycia stalej w definicji (15.4) jest izometrycznosé F

1
V2T
wagledem normy [|f]l2 == (/. 1£(¢)
dzeni

1
2 dt) *. Mamy bowiem nastepujace twier-

Twierdzenie Plancherela NF()l2 = 1f]2- (15.6)

Stosujac ograniczenie przez 1 funkcji R 3 s +— [e®|, co daje jednostajna
zbieznos¢ calki, wnioskujemy dzieki twierdzeniu 1. o ciagtoéci F(f). Ponadto
funkcja ta zmierza do zera przy |w| — oo (méwi o tym tzw. Lemat Riemanna-
Lebesgue’a). Z tw. 4 wnioskujemy z kolei, ze gdy zaréwno f(x), jak i o* f(x)
s bezwzglednie catkowalne, to istnieje k-ta pochodna z f , przy czym

(NP (w) = F((=iz)* f(2)) (w). (15.7)
Jezeli f € C*(R) oraz f®) jest catkowalna, to
F(fP @) (y) = (in)* f (). (15.8)

Oznaczmy przez 7, operator przesuniecia argumentu funkeji: 7, f(x) = f(z—y).
Wéwcezas catkowanie przez podstawienie x — y = t,dxr = dt daje wzory

Frfw) =e ™ fw),  mflw)=FE""f(@)w). (15.9)

Mozemy tez zdefiniowaé operator M, mnozenia argumentu funkcji przez stala
a € R\ {0} wzorem: (M, f)(z) = f(ax) wtedy

— 1 ~w

(Mo f)(w) f(g). (15.10)

-~ al

Definiuje sie tak zwany splot (lub iloczyn splotowy) dwu funkcji catkowal-
nych na osi rzeczywistej E| jako funkcje

fro@ = [ fa- g ar

Splot dwu funkcji catkowalnych jest funkcja ciagla, a gdy ponadto jedna z
funkcji jest klasy C¥, to réwniez ich splot jest klasy C*. Fakt ten stuzy do
przyblizania danej funkcji funkcjami klasy C'*°. Ponadto mmnozenie splotowe
jest przemienne, laczne, a przez transformate Fouriera przechodzi w zwykle
mnozenie funkcji, co mozna sprawdzi¢ zamieniajac kolejnos¢ catkowan dzieki
tw. Fubiniego:

—

(f*9)(w) = V2rf(w) §(w). (15.11)

Dla funkcji f : R®™ — R transformate Fouriera oraz jej transformate od-
wrotng okreslamy wzorami, w ktérych © = (x1,...2,),w = (w1,...w,) € R™:

N 1 —iTw 2)dx T T :; eiw'wAw w1 »

3Zwane tez twierdzeniem Parsevala, przez analogie do szeregéw Fouriera
4angielska nazwa, splotu, to convolution product



gdzie x - w = w1 + ... T,wW, Oznacza iloczyn skalarny, fR" oznacza calke
n-krotng iterowang [*_--- [70 . Wlasnodci (15.6) - (15.10) maja doslowne
odpowiedniki w sytuacji n- zmiennych.

Jest jeszcze inny sposob definiowania transformaty Fouriera, w ktérym przed
caltka nie wystepuja stale, za to w miejsce e wystepuje e 2™ %, Czyli wtedy
(Ff)w) = fRn e ' f(x)day . . . da,,. oraz f/*\g = ]? g. W takim przypadku trans-
formacja odwrotna dziata na funkcji g doktadnie, jak F na funkcji 7(g), zdefiniowanej
w (15.5a). We wzorach (15.7)-915.\9) zamiast 1 trzeba wstawié¢ wtedy 2mi. Dla bijekcji

liniowej T : R — R™ mamy (foT) = ‘dTltT‘fo (T*)™'. To jest uogdlnienie (15.10).
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