Analiza mat. na kierunku ”Elektrotechnika” II sem. wyktad ”zdalny” 7.

7 Granice podwdjne, funkcje ciggle wielu zmien-
nych

Przechodzimy do rachunku rézniczkowego wielu zmiennych, gdzie badane funk-
cje beda mialy dziedziny zawarte w R? (najczeciej wymiarem bedzie d = 2
lub d = 3). Przypomnijmy, ze w tej przesrzeni wektorowej za kanoniczna ba-
ze bedziemy uznawali uktad d wektorow ”zero-jedynkowych” ei, ..., ey, gdzie
np. €1 = (1,0,0,...,0) ), unormowana przez norme euklidesowa. Dla wektora
@ € R? zapisanego przez podanie wspéirzednych w; = @ - €; (czyli jego rzu-
téw na j-ta o$ ukladu kartezjafnisiego) okreslamy jego "dlugosé”, czyli norme
euklidesowa ||W||2, (dla uproszczenia oznaczana dalej: ||@]|) jako liczbe

@) = \fwd 4w + -+ w

Punkty przestrzeni traktujemy jako wektory zaczepione w zerze, wiec np. dla
punktéw W = (wy,...,wq), ¥ = (v1,...,vq) odlegloéé euklidesowa, to dtugosé
wektora W—7 = (w; —v1, ..., wq—vq) okreslona przez powyzsza norme. Iloczyn
skalarny tych wektoréow okreslony jest wzorem

U+ W = vywy + vowsg + - + vqwy
i spelnia on nieréwnos¢ Schwarza:
|7+ ] < [Jol[[[w]-

Norma wektora i, to pierwiastek kwadratowy z iloczynu skalarnego i - .

Dla dalszego uproszczenia, zamiast w bedziemy pisali w. Dla wyobrazenia
sobie wigkszosci potrzebnych w tym kursie poje¢ geometrycznych wystarczy
rozwazaé przypadek dwuwymiarowy. Wspélrzedne wektora w € R? zamiast
(w1, we) —zazwyczaj oznaczamy przez (z,y). Wtedy ||w|| = y/x? + y2, znacznie
wygodniej bedzie opisywaé zbiezno$é ciagu wektoréw: w,, = (z,,y,), gdzie
nie musimy teraz uzywaé¢ podwdjnych wskaznikéw. Wedtug ogdlnej definicji
zbieznosci w przestrzeni unormowanej,

w= lim w,, gdy |w—w,|—0.
n—oo

Jak latwo zauwazy¢, zbiezno$¢ wektoréow jest réwnowazna ”zbieznosci po
wspolrzednych” -czyli np. w R? (na plaszezyznie euklidesowej) w,, — w wtedy
i tylko wtedy, gdy rownoczeénie z,, — z oraz y, — y. Wydawaé by sie moglo,
ze (moze z wyjatkiem faktu nieistnienia dla wektoréw zadnej ”sensownej pod
wzgledem opisu zbieznosci” relacji porzadku) jest tak latwo, jak w przypad-
ku jednowymiarowym. Bo zamieniajac modul na symbol normy -mamy sporo
analogii. Na przyklad,

Definicja. Zbiér A ¢ R? jest otoczeniem punktu w, gdy istnieje liczba rzeczy-
wista § > 0 taka, ze gdy v € R? oraz ||w — v|| < J, to réwniez v € A. ("Zbiér
A zawiera wraz z w réwniez punkty dostatecznie jemu bliskie.”)

Sasiedztwo punktu, to otoczenie pomniejszone o ten punkt (tu zbiér postaci
A\ {w}). Uzywa sie oznaczenia S(w,d) dla sasiedztwa {v: 0 < ||w — v|| < d}.

Zbior U € R? jest otwarty, gdy jest on otoczeniem kazdego ze swych punktéw.

Zbiér ' C R? jest domkniety, gdy jego dopelnienie, czyli zbiér R? \ F jest
otwarte.

Domkniecie A zbioru A, to najmniejszy domkniety nadzbiér zbioru A.

v jest punktem skupienia zbioru A, gdy kazde sasiedztwo tego punktu ma
niepuste przeciecie z A.

Mamy nastepujace, nietrudne do sprawdzenia obserwacje:



1. Gdy V jest otoczeniem punktu, do ktérego zmierza pewien ciag wektoréw
w,,, to dla prawie wszystkich n jest w,, € V

2. Zbiér A jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy A= A
3. weds Jw,ea W= limw,.

4. v jest punktem skupienia A < v € A\ {v}.

Roéwniez pojecia granicy i ciaglosci maja analogiczna (jak w R) postaé:

Definicja. Zakladamy, 7ze F : D — R* oraz w jest punktem skupienia zbioru
D. Wowczas wektor g jest granica odwzorowania F' w punkcie w, co zapisujemy:
lim F(v)=g, lub: F(v)—>g przy v—ow,

V—W
gdy w kazdym (dowolnie zadanym) otoczeniu €2 punktu g zawiera si¢ obraz
pewnego sasiedztwa W punktu w, czyli F(W) C Q. Jesli rozmiar otoczenia £

podany jest przez €, za$ ” promieniem sasiedztwa” jest §, to otrzymujemy znana
postaé definicji Cauchy’ego:

Yes03550Vven (0 < [|w —v[| <8) = [[F(v) —g| <e

Moéwimy, ze powyzsze odwzorowanie jest ciagglte w punkcie w € D gdy albo
w nie jest punktem skupienia zbioru D, albo limy_.w F(v) = F(w).

Nasladujac odpowiednie rozumowania z R otrzymujemy nastepujace wla-
snosci granic:

Twierdzenie.
1. Granica, jesli istnieje, jest wyznaczona jednoznacznie.

2. Granica sumy dwu odwzorowan jest sumg granic. Jedli dla D € R? funk-
cja ¢ : D — R oraz odwzrowanie F' : D — R? maja granice w punkcie
w, to ich iloczyn ma granice bedaca iloczynem granic.

3. Definicja granicy jest réwnowazna ”warunkowi ciggowemu” Heinego:
(W’n — W, W, € D \ {W}) = F(W,,L) — g

4. Gdy F = (f1,..., fx) : D CR? = RF g = (g1,...gx) € R¥, to

lim F(v) =g < (Vjeqi,2,... 5y 95 =lim f;(v) przy v —w)

V—WwW

5. Suma, zlozenie odwzorowan ciaglych -sa réwniez ciagle

W szczegblnosci, dzieki tezie 4., granice, cigglo$¢ odwzorowania o warto-
éciach w R* (czyli zestawienia F = (f1,.. ., fi) funkcji o wartogciach skalarnych
wystarczy zbadaé¢ oddzielnie dla kazdej ze skladowych (czyli dla wszystkich
fi.j=1,...,k). Ma to oczywisty zwigzek ze "zbieznoscia po wspéirzednych”.
Z drugiej strony, mamy (np. dla d = 2) warunek Heinego i przy badaniu gra-
nicy w punkcie (zg,%o) funkcji f : D C R? — R rozpatrujemy ciagi punktéw
(zn,yn) € D zbiezne do (zg,yp). To moze i pojecie granicy podwdjnej da sie
"roztozy¢ na wspétrzedne”? -NIESTETY, NIE!

Przyktad. Jedli f(x,y) = % dla (z,y) # (0,0) oraz f(0,0) = 0,
to V, funkcja R 3  — f(z,y) (w zapisie bezargumentowym oznaczamy ja
f(-,y))oraz ¥, funkcja f(x,-) -sa ciagle, zmierzaja do zera w zerze. Tak wiec,
istnieje tzw. granica iterowana (od wloskiego iterare = powtarzad):

lim (lim f(z,y)) = 0.

Ale dla zbieznego do zera ciagu w,, = (£, 1) mamy f(w,) = 3 4 0.



Wykres f z tego przyktadu mozemy sobie wyobrazi¢ jako pewna powierzch-
nie zakrzywiona w R3. Na osiach OX,0Y jest ona réwna zero, na kazdej pro-
stej przechodzacej przez punkt (0,0) (z jego wyjatkiem) jest stala (np.—% <
f(x,az) = 5 < 3), wartosci ekstremum mamy gdy a = +1. W punkcie (0,0)
wykres jest "rozerwany”- zachowuje si¢ troche tak, jak powierzchnia schodéw
kreconych w poblizu ich osi - ma przyrosty bliskie 1 dla dowolnie matych przy-
rostéw argumentu. We wspélrzednych biegunowych (z,y) = (r cos g, rsiny)
jej wartosé¢ wyraza sie jako funkcja cos psin g, niezalezaca od r. Mozna po-
wiedzie¢, ze jest to funkcja jednorodna stopnia 0, gdzie jednorodno$¢ stopnia
p oznacza, ze f(rw) = rPf(w). Takie funkcje, o ile nie sa stale (a sa stale
na prostych przechodzacych przez 0z wyjetym tym poczatkiem ukladu), nie
mogg mieé¢ granicy w zerze! W wiekszosci zadan o granicach podwdéjnych wy-
stepuje tego typu problem -ale czasami dopiero podstawienie (np. typu z = y?)
sprowadzi f do postaci jednorodnej. Przyktadem jest f(z,y) = nyyQ -stata na
parabolach y = ax?. Ta funkcja nie ma granicy w zerze, cho¢ na kazdej prostej
przechodzacej przez poczatek uktadu -zmierza do zera (prosze sprawdzié!)

Mamy wiec istotny problem. Liczenie granic metods ustalania zmien-
nych, (czyli granic iterowanych w punkcie (xo,y0) ) jak widzimy, nie prowadzi
do celu, ale przyjrzyjmy sie mu dokladniej. Przypusémy, ze dla = z pewnego
otoczenia xg, ale x # x¢ istnieje lim,_,,, f(z,y) = a(zr). Podobnie, dla y # yo,
y dostatecznie bliskich yg zalézmy, ze istnieje 5(y) := limy_., f(2,y). Wow-
czas mamy dwie funkcje a, 3, ktére mozemy nazwaé granicami czeSciowymi.
Jesli istniejg granice: A = lim,_.,, a(x) oraz B = lim,_,,, 6(y), to nazywamy
je granicami iterowanymi funkcji f w punkcie (zo,yo)-

Niestety, z istnienia i réwnosci granic iterowanych nie wynika istnienie gra-
nicy podwdéjnej -czyli, wedlug naszej definicji, granicy

(w)li?io,yo) f@y).
Dla funkcji z poprzedniego przykladu mamy A = B = 0, lecz jak wiemy,
granica nie istnieje. Na odwrét, z istnienia granicy (podwdjnej) nie wynika
istnienie granic iterowanych, a nawet granic czeéciowych. Tu przykladem moze
byé f(z,y) = xsini dla y # 0 oraz f = 0 na osi 0X (tzn. dla y = 0). Granica
przy (z,y) — (0,0) istnieje i réwna jest zero, ale dla x # 0 powyzsza «(z) nie
istnieje.

Twierdzenie.(O GRANICY PODWOINEJ) Gdy istnieje granica podwdjna
oraz granice czesciowe, to istniejg w danym punkcie obydwie granice iterowane
i sq one réwne (A= B).

7.1 Badanie granic podwdjnch

Poniewaz pojecie granicy podwojnej bedzie kluczowe dla badania rézniczkowal-
nosci, przesledzmy na przyktadach metode badania, czy takie granice istnieja.
Poniewaz (z,y) — (xo,y0) doktadnie wtedy, gdy (z — zo,y —yo) — (0,0), czyli
gdy réwnoczesnie x — xg — 0 oraz y — yg — 0, ograniczymy sie do badania
granic w zerze (0 € R? jest poczatkiem ukladu wspétrzednych).

Przyklad 1 f(z,y) = %W dla (z,y) # (0,0). Czy trudno jest
wykazaé, ze f zmierza do zera przy((x, y) — 07 -zalezy (od metody). Sprébuj-
my metody oszacowan: Niech M oznacza mianownik. (M = M(z,y) zmierza
do zera, podobnie jak licznik.) Szacujemy: |2| < M2, |y| < Mi. Mozemy to
wykorzystaé do oszacowania licznika przez M". Jesli uda sie takie oszacowanie
dla pewnego r > 1, to |f(z,y)| < M"~!, co zmierza do zera przy M — 0 (a
tak jest gdy (z,y) — 0), bo r — 1 > 0. Licznik jest tu iloczynem, jesli kazdy z
czynnikéw oszacujemy z osobna przez pewne potegi M, to r otrzymamy sumu-
jac wykladniki. Np. |¢/Z| < M2'3 = M3. Natomiast |sint| < |¢| dla ¢ = x>
daje |sin(zy?)| < M=%32 = M. Na koniec - jeszcze y? < M?z. Otrzymamy
r= % + 1+ %% > 1, wiec szukana granica jest zero.

Troche gorzej jest w przypadku utamkow o mianowniku zmiennego znaku
(np.  — y3). W takich przypadkach nalezy szukaé raczej ciagéw, dla ktérych



mianownik szybciej zmierza do zera niz licznik, wéwczas granicy (skonczonej)
nie bedzie. (Czynnik zmierzajacy do zera moze czasami sie uprosci¢ np. dzigki
wzorom skréconego mnozenia.) Nie bedziemy sie jednak tego typu granicami
zajmowali, bo do badania rézniczkowalnosci na ogdt wystarcza granica o mia-
nowniku typu (22 + y?)® dla s > 0.

Przyktad 2 g(z,y) = %ﬁiy) Poniewaz ¢(0,y) = 0 = g(z,0), granice
iterowane istnieja i sg réwne zero. Aby wykazaé¢ nieistnienie granicy, wystarczy
znalezé ciag (sn,tn) — (0), dla ktérego g(sn,t,) nie zmierza do zera. Trzeba
pamietaé, ze 1 — cosy = cos0 — cosy = —2 sinﬂ sin & =7 = 2sin? 2, wigce
lim, .o % = 2, co pozwoli na pozbycie si¢ funkcji trygonometrycznej. Dla

g1(z,y) = 2+y4 znajdziemy odpowiednie s,,t,. Podstawienie s, = t,, = % nie
bedzie skuteczne. Ale dla s,, = #, t, = % mamy g1 (t2,t,) = % Wiec granica
nie istnieje! Ale jak mozna do tego doj$¢?

(1) Bardziej skomplikowane funkcje zamieniamy na asymptotycznie réwno-
wazne wielomiany. (np. dla ¢(z) szukamy takiego k € N, aby lim,_,q (z) =C,

gdzie 0 < C' < +o0. Jedli ¢ jest jednym z czynnikéw licznika fllnkCJl g(w Y),

funkcje g mozemy pomnozy¢ przez iloraz %, otrzymujac prostsza w bada-

niu funkcje g1, w ktérej na miejscu ¢ wystepuje juz x¥ (na koniec stosujac
twierdzenie o granicy iloczynu).

(2) Przypuséémy, ze doprowadzimy do postaci, w ktérej licznik i mianownik
sg wielomianami, lub iloczynami pewnych poteg, sumami takich ilocznéw. Je-
sii M(tx,ty) = t°M (z,y) dla dowolnych t,z,y € R, to -jak juz wspomnialem,
M jest funkcja jednorodng stopnia s. Czasami -jak w naszym ostatnim przy-
ktadzie, funkcja nie bedzie jednorodna, lecz po podstawieniu nowej zmiennej
(¢ = X,lub Y := ¢®) stanie si¢ jednorodna funkcja zmiennych X, Y.

Jedli po takim ,ujednorodnieniu” otrzymamy w liczniku funkcje postaci
XFY'! gdzie k41 > s, granica réwna zero wyniknie z oszacowan jak w przykla-
dzie 1, o ile skladniki mianownika sa nieuejmne (w parzystych potegach). Jesli
natomiast k + ! = s, to licznik L(z,y) i mianownik M (z,y) maja jednakowy
stopien jednorodnosci, za$ ich iloraz bedzie staly na prostych przechodzacych
przez poczatek ukladu. Sa to proste o réwnaniach Ax + By = 0, np. y = cx.
Ciagi (f cl) zmierzaja do zera, wiec g(%,c%) zmierza do granicy funkcji w
punkcie 0, o ile taka istnieje. Ale (%)S wylaczamy zaréwno w liczniku, jak i w
mianowniku, co sie redukuje. Stad wartosci g na tych ciagach sa stale, rowne
g(1,¢). Jesli granica w zerze istnieje, musi tez by¢ taka sama (réwna g(1,c)).
Funkcja jest stala na prostych przechodzacych przez 0, ta wartosé jest réwna
granicy w zerze, wiec taka sama na kazdej z tych prostych- w konsekwencji sa-
ma funkcja musi by¢ stata. W przeciwnym razie- granica nie istnieje. Szukanie
”kierunku podejscia do 0 podyktowane jest wiec procesem ”ujednorodnienia
mianownika”.

(3) Czasami funkcja zalezy jedynie od pewnego wielomianu zmiennych z, y,
pojawiajacego si¢ w jej réznych miejscach- jest to podstawienie do funkcji
zmiennej takiego typu pozwoli znalezé granice metodami granicy funkcji zlo-
ZONEj.

Do granic podwdjnych mozemy stosowaé twierdzenia znane z teorii granic
zwyklych, dzieki réwnowaznosci definicji z warunkiem HEINEGO. Na przyklad,
granica sumy jest suma granic, nierownosci stabe zachowuja sie przy przejsciu
do granic. Ostre nieréwnosci miedzy granicami utrzymuja sie w pewnym sa-
siedztwie punktu.



	 Pochodne czastkowe, granice podwójne
	Badanie granic podwójnch


