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8 Pochodne czastkowe, rézniczki zupeine

Granicami podwdjnymi zajeliémy sie gléwnie z powodu ich zwiazku z roz-
niczkowalnoscia. Zacznijmy jednak od pojecia wykorzystujacego metody jednej
zmiennej- od pochodnych czastkowych

8.1 Pochodne czgstkowe

Dla funkcji f wielu zmiennych mozemy ustala¢ wartosé wszystkich zmiennych
z wyjatkiem jednej, np. z; -otrzymujac funkcj¢ jednej zmiennej. Jej pochodna

bedzie oznaczana % lub féj i nazywana pochodna czastkowa f wzgledem
J

tej zmienej. Przyjrzyjmy sie sytuacji dla dwu zmiennych, czyli dla f(x,y).
Niech Py = (x0,yo) bedzie punktem, w ktérym liczymy pochodne czastkowe.
Jesli f jest okre$lona w otoczeniu D punktu Py, to istnieje § > 0 taka, ze
gdy |z — xo| < 4, to (z,y0) € D. Definiujemy pochodna czastkowa wzgledem
zmiennej x -jedli tylko istnieje- jako

of f(@,90) — f(@o,yo)

%(Po) = zlgrzlo P - (1)

Innymi stowy, jest to pochodna funkeji f(-, yo) w punkcie xq, czyli d—dmf(m, Y0) |l w=20
-cho¢ nie zawsze ten zapis jest wygodny. Czasami wygodniejszy bywa zapis

0 0
%f(xa y)|(1,y):(10,y0) lub %f(IL y)‘((bo,yg)'

Bardziej skrétowa wersja, to oznaczenie f1(zo,yo), lub nawet f,(zo,yo) za-
stepujace symbol % (0, yo). Analogicznie definiujemy pochodne wzgledem dru-

giej zmiennej, %(xo,yo) = d%f(aso,y)\y:yo Mamy jednak do$é jasng sytuacje
dzieki regutom liczenia pochodnych funkcji jednej zmienne;j.

Dotychczas pisaliSmy xq, yo -by oznaczy¢ w sposéb szczegdlny te ustalone
wartosci, ale rownie dobrze mozemy nie uzywaé¢ dolnego indeksu -tak bedzie w

nastepnych przyktadach, czy w zadaniach. Na przyktad, dla
F(z,y) = z* + 23y + 2y® + 6y + 132

mamy 8%F(ac, y) = 423 + 322y + y?, za$ (%F(x, y) = 23 + 2zy + 6.
Podobnie, £ (a- f(z,y) +b- g(x,y)) = a- 2 f(,y) +b- 2 g(z,y),

2 (f@,y) - g(,9)) = (& f(2,9) - 9(x,y) + f(z,y) - Lgla,y).

Z kolei, 2 (a¥) = yav~1, é%(xy) =z¥Inz.

8.2 Przyrosty zmiennych i przyrosty wartosci funkcji

Przyrostem funkcji (lub przyrostem wartosci funkcji) f : D — R miedzy
punktami P,Q € D nazwiemy réznice wartosci f w tych punktach, czyli liczbe

Af = f(P) = f(Q).

Gdy punkty P, @ réznia sie tylko jedna ze wspolrzednych (np. z), to méwimy
o przyroscie f ze wzgledu na te zmienng, lub o przyroscie czesciowym. Mo-
zemy przyrost f ze wzgledu na zmienng x oznaczy¢ A, f. Zapis ten nie jest
precyzyjny, (nie zawiera informacji o punktach P, @), ale jest do$¢ sugestywny.
Dla uproszczenia rozpatrujmy tu funkcje dwu zmiennych: (x,y). Na przyklad,
g—;Z = limag,—0 %. W mianowniku mamy tu réwniez przyrost funkcji: Az mo-
zemy traktowaé jednak albo: jako przyrost funkcji x, gdzie x(s,t) = s oznacza
funkcje rzutu na 0§ OX, albo réwniez- jako przyrost zmiennej niezaleznej z. W

tym przypadku P = Q + (Ax,0) -w zapisie wektorowym w R2.



W przeciwnym (a raczej - w ogélnym) przypadku méwimy o przyroscie
calkowitym, gdzie P = Q + (Az, Ay). Podobnie,jak dla jednej zmiennej, stowo
»Drzyrost” ma znaczenie formalne- moze by¢ zaréwno A, < 0, jak i A, > 0.

Prostym, lecz bardzo waznym narzedziem jest mozliwo$¢ wyrazenia przyro-
stu catkowitego Af funkeji f jako sumy przyrostéw wzgledem poszczegblnych
(tu 2) zmiennych:

f(x1,91) = f(wo,90) = (f(w1,91) — f(x0,y1)) + (f(z0,91) — f(%0,%0))s

co nieformalnie mozemy zapisa¢ w postaci

Af =Af+ A, f.

(Dla funkeji n zmiennych Af jest suma Y7 A, f.)

Stosujac do funkcji f(xo, ) zaleznej od 1 zmiennej y twierdzenie Lagrange’a
o wartosci §redniej, otrzymujemy na przyktad nastepujacy

Lemat o przyrostach Gdy dla ustalonej wartosci xg funkcja f ma pochod-
ne czgstkowe a%f(xo, y) dla wszystkichy € [yo, 1], to istnieje ys € (yo, y1) -taki
punkt posredni miedzy yo oraz yi, Ze

f(zo,y1) = f(x0,90) + (y1 — yo)a%/f(iﬁoayﬁ),

czyli
0
Ayf = (Ay) : %f(x()ayﬁ)'

Podobnie, przyrost catkowity wyrazi sie wzorem @, ktory podajemy ponizej
Punkt posredni wygodnie bedzie zapisywaé w postaci

ys = yo+0(¥1—y0) = yo+BAy, gdzie [ jest pewnym punktem z odcinka (0,1).

Na przyktad, yr = %(yl +1yo) jest punktem na $rodku odcinka taczacego yo, y1.
Zaleta tego zapisu jest mozliwo$¢ jego stosowania niezaleznie od tego, czy yo <
y1, czy tez y1 < yo. (Bedziemy go tez stosowaé w przysziosei do opisu punktéw
P,, z odcinka o konicach Py, P, € R? parametrem « € [0, 1].

Jesli zalozymy istnienie obydwu pochodnych czastkowych (tu oznaczanych
jako fI. f?; w wigkszym zbiorze, to otrzymamy nastepujace uogélnienie tego le-
matu wynikajace z rozpisania ,,przyrostu catkowitego” funkcji f w postaci sumy
przyrostéw wzgledem poszczegdlnych zmiennych i z zastosowania naszego le-
matu do kazdego ze skladnikéw. Przyrost catkowity, Af := f(x1,y1)— f(x0,%0)
jest dany wzorem

Af = (21 — xo) fr(wo + (1 — 20),91) + (Y1 — vo) fy (%0, yo + By1 — vo)) (2)

dla pewnych «, 8 € (0,1). Ze wzoru tego wkrétce skorzystamy.

8.3 Dwa przyklady negatywne

Niestety, metoda ustalania zmiennych (i rozkladu przyrostéw) nie jest do konca
skuteczna -bedziemy musieli zbadaé¢, w jakich sytuacjach mozemy ja stosowac.
Gdyby bowiem przyjac, ze ” rozniczkowalnosé oznacza jedynie istnienie wszyst-
kich pochodnych czgstkowych w kazdym punkcie”, to okaze sie, ze ztozenie takich
funkcji nie musi by¢ rézniczkowalne, a nawet ciagte! Oto przyklad:

Niech h(z,y) = % gdy = # 0 lub y # 0. Jesli okreslimy h(0,0) = 0, to
otrzymamy funkcje na plaszczyznie R?, ktéra jest ciagla wzgledem kazdej ze
zmiennych z osobna oraz ma pochodne czastkowe w kazdym punkcie. W punkcie
(0,0) pochodnych czastkowych nie liczymy ze wzoru na pochodng ilorazu (tak
mozemy postapi¢ w innych punktach), lecz z definicji. Poniewaz V, , h(0,y) =
0 = h(z,0), bez problemu zauwazamy, ze h,(0,0) = hy(0,0) = 0.

Jedli teraz x,y : R — R sa funkcjami rézniczkowalnymi jednej zmiennej
t, to rozwazmy funkcje zlozona: g(t) = h(z(t),y(t)), g : R — R. Mozna si¢



spodziewaé, ze zlozenie funkcji ”rézniczkowalnych” w proponowanym powyzej
sensie - bedzie, jak w przypadku jednej zmiennej, funkcjg rézniczkowalna. Ale
dla ,bardzo porzadnych funkcji wewnetrznych” x(t) = t = y(t) nasze zlozenie
nie bedzie nawet funkcja ciagla! g(t) = h(t,t) = % dla t # 0. natomiast dla
t = 0 bedzie g(0) = 0.

Gdyby natomiast w liczniku ulamka zamiast zy umiescié¢ z3, otrzyma-
my funkcje ciagla, majaca w kazdym g)unkcie wszystkie pochodne czastkowe.

Tym razem definiujemy ¢(z,y) = poza punkem (0,0) i z nieréwnosci

X
22192
|o(x,y)| < v/22+ y? wynika, Ze granica w zerze ¢ istnieje 1 jest réwna ze-
ro. Teraz ¢7,(0,0) = 1,4,(0,0) = 0, dla z(t) = t = y(t) pochodna zlozenia:
¢(t,t) = 3t wzgledem ¢, réwna 1, nie daje si¢ wyrazi¢ ponizej podanym wzo-
rem , ktory bedzie obowiazywal w ,,przypadku regularnym”. To oznacza, ze
musimy wprowadzi¢ inng definicje rézniczkowalnoéci dla funkcji wielu zmien-
nych. Okaze sie, ze zalozenie ciggloéci pochodnych czastkowych funkcji f po-
zwoli (np. przy uzyciu wzoru (2)) na otrzymanie wspomnianego przed chwila

WZoru:
%f(x(t)vy(t)) = fo(@(®),y(0)z"(t) + £ ((8), y(£))y' (). (3)

Co wiecej, gdy zastosujemy ”prawidlows” definicje rézniczkowalnosci f w
punkcie (z(t),y(t)), nie trzeba bedzie zakladaé dla zachodzenia wzoru (8): ani
ciggloéci pochodnych czastkowych, ani nawet ich istnienia w otoczeniu tego
punktu. Dowdd nie bedzie tez wtedy uzywal wzoru (2).

8.4 Rdbzniczkowalnosé

Przypomnijmy na wstepie, ze kazde odwzorowanie liniowe L : R 3 (z,y, 2) —
L(z,y,2) € R¥ jest postaci L(z,y,2) = Az + By + Cz, gdzie A, B,C € R* sa
pewnymi wektorami- a mianowicie obrazami przez L wektoréw z bazy kano-
nicznej i = (1,0,0),52 (0,1,0), k= (0,0,1). Takie odwzorowania sa ciagle. W
przypadku gdy k =1, A, B, C -sg to liczby rzeczywiste, za$ warto$¢ L jest ilo-
czynem skalarnym wektoréw o wspolrzednych (z,y, z) oraz (A, B, C). Zacznij-
my od najprostszego przykladu: Dla funkcji dwu zmiennych o warto$ciach w R,
mamy wektor (A, B) wyznaczajacy takie odwzorowanie L. Powiemy wowczas,
ze wektor przyrostu zmiennej niezaleznej (czyli argumentu) ma wspdlrzedne
(h, k), za$ ten wektor zmierza do zera, gdy do zera dazy jego euklidesowa nor-

ma, czyli gdy |[(h, k)| = Vh2 + k2 — 0.
Definicja (wariant uproszczony) Funkcja f(x,y) okreslona w otoczeniu
punktu Py = (xg,yo) jest w tym punkcie rézniczkowalna, gdy istnieja stale

A, B € R takie, ze

lim f(@o +h,yo + k) — f(wo,y0) — Ah — Bk —

0.
(h,k)—(0,0) N

Zapisujac ten utamek jako a(h, k) mozemy te definicje zapisa¢ w réwnowaz-
nej postaci, gdzie Af := f(zo + h,yo + k) — f(x0,y0), za§ AP := (h, k) € R*:

f jest rézniczkowalna w punkcie Py gdy stnieje odwzorowanie liniowe L :
R? — R oraz funkcja « okre$lona w otoczeniu zera taka, ze

Af = f(P+AP)—f(Py) = L(AP)+a(AP)||AP||, gdzie lim «o(AP)=0.
AP—0

Wyrazenie postaci a(AP)-||AP||, w ktérym «(A P) zmierza do zera nazywa-
my wyrazeniem typu o-malte od normy wektora AP, zapisujac je jako o(||AP||)
przy AP — 0. Rézniczkowalnosé oznacza wigc istnienie takiego odwzorowania
liniowego L, ktore przybliza przyrost caltkowity f z dokladnoscia do o-malego
od normy przyrostu argumentu.

Takie odwzorowanie liniowe L nazywamy rézniczka (lub rézniczka zupel-
na) odwzorowania f w punkcie Py i oznaczamy je symbolem dp,f Mozemy
okredli¢ teraz, jak wyliczy¢ wspdlczynniki A, B macierzy tego odwzorowania:



Jesli wezmiemy tylko przyrosty w kierunku osi OX, czyli gdy AP = (h,0), to

|I(h, 0]| = |h| 1 warunek rézniczkowalnosci implikuje zmierzanie do zera utamka
f(zo+h,yo) = f(xo,y0) — Ah b f(zo + h,y0) — f(x0,Y0)
g =t b ~4)

Poniewaz h # 0, utamek ﬁ ma modul stale rowny 1, wiec zmierznie do zera
f(@o+h,yo)—f(z0,y0)
0 h )

calego tego wyrazenia oznacza dokladnie, ze A = lim,_,

czyli A = %(PO). Podobnie, zmierzajac do zera w kierunku OY, czyli dla

(h,k) = (0,k),k — 0 wnioskujemy, ze musi by¢ B = %(Po). Wykazalismy

wiec, ze z roézniczkowalnosci wynika istnienie pochodnych czastkowych i réz-
niczka jest iloczynem skalarnym przez gradient, czyli przez wektor pochodnych
czastkowych. Definicje rézniczkowalnosci mozna teraz bez trudu uogdélnié¢ na
pprzypadek odwzorowan wielu zmiennych, o wartoéciach wektorowych w RF.

Definicja Méwimy, ze odwzorowanie F' : D C R? — RF jest rézniczkowalne
w punkcie x, jezeli jego dziedzina, D jest otoczeniem punktu x w R¢ oraz
istnieje takie odwzorowanie liniowe L : R? — RF, ze

L IFG ) — Fo — L)) "

h—0 [I72]
Wéwcezas odwzorowanie L nazywamy rozniczka zupelna F' w punkcie x, ozna-
czajac L = dx F.

Przyrostowi argumentu o wektor h odpowiada przyrost wartosci F' o wektor
AF := F(x + h) — F(x). Rézniczkowalno$é oznacza, ze ten przyrost mozna
»z dokladnoscia do o(||h||) przy h — 0” przyblizy¢ przez warto$é pewnego
liniowego odwzorowania na wektorze h. To sformulowanie oznacza, ze pozostala
w wyniku tego przyblizenia reszta: r(h) := AF — L(h) (blad przyblizenia)
podzielona przez ||h|| nadal zmierza do zera.

Nastepujace (réwnowazne) sformutowanie powyzszej definicji bedzie zwlasz-
cza przydatne przy badaniu rézniczki ztozenia:

Odwzorowanie F' jest rozniczkowalne w punkcie x nalezacum do wnetrza
dziedziny D, jedli istnieja: takie odwzorowanie liniowe L : RY — RF, oraz
odwzorowanie « : (otoczenie zera w RY) — RF ze

F(x+h)=F(x)+ L(h) + ||h]la(h)

gdzie }llin%) la(h)| = 0. (5)

Oczywiscie, gdy zaréwno iloraz, jak i jego mianownik (tu |hl|) zmierzaja
do zera, to licznik tez musi zmierzaé¢ do zera. Ale odwzorowania liniowe na
R? sa zawsze ciagte, wiec L(h) — 0, co implikuje zmierzanie do zera samego
przyrostu: AF, gdy h — 0 (=ciaglos¢ F).

Whniosek. W punktach, w ktorych funkcja jest roziniczkowalna, jest ona
rowniez ciggla.

7 wczesniejszych przykladow widzieliSmy, ze istnienie wszystkich pochod-
nych czastkowych nie gwarantuje ciaglodci, nie gwarantuje tez w takim razie
rézniczkowalnosci. Tak jest zreszta nawet dla f réwnej 0 w poczatku uktadu
i réwnej % w pozostalych punktach, chociaz w tym przypadku zaréwno
istnieja pochodne czastkowe, jak i f jest ciagla. Prosze sprawdzié¢, z jakiego
powodu nie jest ona rézniczkowalna.

Przyktad 1. Odwzorowanie liniowe L : R? — R¥ jest rézniczkowalne i w
kazdym punkcie x € R? jego rézniczka jest réwna L. Wynika to z réwnosci
L(x+h) — L(x) = L(h), wiec licznik jest tu stale réwny zero.
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