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Zapis bezargumentowy rézniczki. Odwzorowania liniowe: R? — R przypi-
sujace punktowi jego wspoltrzedne na osiach 0.X, odp. 0Y oznaczamy symbolami
dx, dy. Tak wiec odwzorowanie L takie, ze L(h,k) = ah + bk mozemy zapisaé
bezargumentowo: L = adzx + bdy. Rézniczke zupelna zapisujemy najczedciej w

postaci
_ 75] 78]
df = xda:—f— ydy, (1)
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Analogicznie jest w R? (,,dochodzi dz”). W R™ mamy dz; dla j =1,...,n.

Dla odwzorowah F' = (f1,..., fr) jak wyzej, odwzorowanie L ma wspoirzed-
ne (L1,..., L) i norma z wektora réznicy AF — L(h) jest wieksza lub réwna
modulowi z jego dowolnej (i -tej) wspélrzednej, czyli liczbie |Af; — L;(h)|.

Z kolei, ta norma (euklidesowa) jest oszacowana przez sume moduléw i -tych
wspolrzednych wzgledem ¢ =1, ..., k. Stad wynika

Whniosek 1. RézZniczkowalno$é odwzorowania F = (f1,..., fx) o warto-

sciach wektorowych jest rownowazna roziniczkowalnosci kazdej z jego wspotrzed-
nych f; (i < k) z osobna.

9.1 Gradient, macierz Jacobiego

Zacznijmy od prostszej sytuacji funkeji trzech zmiennych f : D C R3 — R.

Gradient funkcji f(x,y, z) w punkcie Py = (0, Yo, 20) 0znaczamy symbo-
lem Vf(Py) lub gradf(Fy) definiujemy jako wektor pochodnych czastkowych,
czyli wektor (fy(Po), f,(FPo), fL(Fo)). Analogicznie jest dla funkcji wielu zmien-
nych (czyli zniennej wektorowej x = (21,...,24)).

Odwzorowanie F' o wartoéciach w R* traktujemy jako zestawienie k funkcji
fi,..., fr o wartosciach skalarnych, czyli F(x) = (f1(x), fa(x), ..., fr(X)).

Macierzg Jacobiego odwzorowania F' (w punkcie xo) nazywamy macierz,
ktérej wierszami sg kolejno (liczac od géry) gradienty funkcji fi,..., fi, czyli
macierz o wyrazach gl/ - Wyznacznik tej macierzy (okreslony w przypadku
k = n) nazywamy jakobianem i oznaczamy Jacf(x), lub Jacy, f.

Podkreslmy, ze macierz Jacobiego jest macierza zalezna od punktu xq,
czyli tzw. macierza funkcyjna. Podobnie, jakobian jest traktowany jako funk-
cja, przyjmujaca w punkcie x warto$é¢ Jacf(x). Na przyklad, dla F(r,¢) =
(rcos¢,rsing), F : R? — R? macierza Jacobiego jest

cos¢ —rsing
< sing rcos¢ >
i jak tatwo przeliczy¢ (korzystajac z jedynki trygonometrycznej), jakobian tego
odwzorowania w punkcie (rg, ¢g) wynosi rg.

Jako zastosowanie Wniosku 1. oraz definicji rézniczki -dla wektoréw przy-
rostu postaci te; gdzie ¢t € R,t — 0 otrzymujemy nastepujacy opis rézniczki:

Twierdzenie 1. Rdzniczka zupelna jest odwzorowaniem liniowym, ktorego
macierzq w bazach kanonicznych RY oraz R* jest macierz Jacobiego.

Jak juz wiemy, samo istnienie wszystkich pochodnych czastkowych nie gwa-
rantuje nawet cigglosci, a tym bardziej rézniczkowalnosci funkcji. Zalézmy w
dalszym ciagu, ze funkcja f jest okreslona w otoczeniu D punktu x. Bardzo

utatwi nam badanie rézniczkowalnosci nastepujacy warunek wystarczajacy:
Twierdzenie. Jesli pochodne czgstkowe ggj istniejg (Vi<k, Vj<a) w pewnym

otoczeniu punktu i sq ciggle w tym punkcie, to odwzorowanie F = (f1,..., fr)
jest w tym punkcie rézZniczkowalne.



Uzasadnienie w przypadku funkcji 2 zmiennych: Dla f zaleznej od dwu zmiennych
(z,y) € R?, o0 wartoéciach w R, przyrost argumentu (czyli zmiennej niezaleznej) niech
bedzie wektorem (h, k) € R*\{(0,0)}. Odpowiadajacy mu przyrost wartosci f, zwany
przyrostem catkowitym i oznaczany tu przez Af , czyli

Af = flz+hy+k)— flz,y).
Mamy rozktad

na sume¢ przyrostéow w kierunkach osi OX, OY. Dla tych przyrostéw, jak wiemy z
poprzedniego wykladu, mozna stosowaé tw. Lagrange’a , znajdujac punkty posrednie
To = T+ ah, yg = y + Bk dla pewnych «, 3 € (0, 1) takie, ze

Aof = hfe(za,y+k), Ayf =kfy(z,ys).

Rézniczka d(z,y) f, o ile istnieje, na wektorze (h, k) musi przyjmowaé wartosci hf; (z, y)+
kf, (z,y), wigc warunek rézniczkowalnosci oznacza, ze wartosé Af —dz,y) f(h, k) po
podzieleniu przez ||(h, k)|| = vh? 4+ k? ma nadal dazy¢ do zera gdy ||(h, k)|| — 0. Ten
iloraz faktycznie zmierza do zera, poniewaz jest on réwny, jak tatwo sprawdzié¢, sumie

h

’ , k , )
m[fz(mwy + k) — fo(z,y)] + m[fy(x7yﬁ) — £z y)].

Utamki H(hhk)H oraz ||(hkk)\| maja moduty < 1, zaé réznice pochodnych czastkowych w

nawiasach kwadratowych zmierzaja do zera, dzigki ciggltosci tych pochodnych. Fak-
tycznie, odlegtodci miedzy punktami («,y+ k) oraz (z,y) i miedzy (x,yg) oraz (z,y)
nie przekraczaja ||(h, k)||, wiec zmierzaja do zera. (Przypadek wigkszej iloSci zmien-
nych nie stwarza zadnych dodatkowych trudnosci, moze poza notacja przy rozbiciu
przyrostu catkowitego na sume¢ przyrostéow w kierunku poszczegdlnych osi.)O

Powyzsze twierdzenie daje tylko warunek wystarczajacy. Jest on daleki od
koniecznego -bo juz nawet dla funkcji 1 zmiennej rézniczkowalno$é w punkcie
(np. w t = 0) nie implikuje ciaglosci w zadnym innym punkcie, np. gdy @
jest funkcja Dirichleta (lub jakakolwiek inng funkcja ograniczona), to funkcja
t — t%1)(t) ma pochodna réwna 0 w punkcie ¢t = 0, ktéry moze by¢ jedynym
punktem ciagltosci f i jedynym, w ktorym f jest rézniczkowalna.

Zaleta (zwlaszcza zapisanej bezargumentowo) rézniczki w stosunku do po-
chodnych czastkowych jest unikanie Zmudnych (czesto -wielowskaZnikowych)
sumowan. Nastepne twierdzenie jest tego wyraznym przykitadem. Chodzi o réz-
niczke ztozenia.

Twierdzenie (Regula laficucha). Jezeli odwzorowanie f : D C R? — R¥
jest rézniczkowalne w punkcie wewnetrznym x zbioru D, y = f(z) oraz g :
D; ¢ R¥ — R™ okreslone w otoczeniu D; punktu y jest w tym punkcie réz-
niczkowalne, to zlozenie go f jest rozniczkowalne w punkcie x, a jego rézniczka
jest zlozeniem odpowiednich rézniczek:

d:c(gof):df(w)godmf' (2)

Dowéd. (szczegbly pominiemy) Zauwazmy, ze z definicji rézniczkowalnosci
(w jej drugiej wersji) istnieja odwzorowania o : (otoczenie 0 w R?) — R¥ oraz
B : (otoczenie 0 w R¥) — R™ -odpowiednio, zmierzajace w tych punktach do
zera, dla ktérych

f(z+h) = f(z) +ds f(h) + [|h]|a(h), gdzie |la(h)[— 0 przyh—0
gy +k)=g(y) +dyg(k) + ||k|B(k), gdzie |B(k)||—0 przyk—0 (3)

Aby poskladaé te wzory, definiujemy k := f(xz + h) — f(z) -wyrazone przez
pierwszy z tych wzoréw i niech y = f(x). Z ciaglosci w punktach, w ktérych f
jest rézniczkowalna widzimy, ze k — 0 gdy h — 0. Takie kK mozemy wiec wstawic
do drugiego wzoru(3), pamietajac, ze y+k = f(z)+ f(x+h)— f(z) = f(x+h),
a stad wynika, ze g(y + k) = (go f)(z + h).



Z whasno$ci odwzorowan liniowych i z réwnosci k = d, f (k) + ||h||a(h) wnio-
skujemy ograniczenie ilorazu ” h” przez pewna stala.

Mozemy tez wykorzystaé liniowos¢ dyg, dzieki czemu

dyg(k) = dyg(ds f () + [Ih]|a(h)) = ((dyg) © (d=f)) (h) + || hlldyg(a(h)).

Tak wiec, po podstawieniach, drugi ze wzoréw (3) przyjmie postacé

(go f)(@+h) = (gof)(x)+ ((dyg) o (daf))(h) + [Illdyg(c(h)) + || k]| (k) (4)

Funkcja h — [|a(h)|| zmierzajaca do zera gdy h — 0 —jest w pewnym otoczeniu
zera ograniczona. Zastepujac w ostatnim wzorze ||k| przez |hl| ”Z”, mozemy
wiec skorzystaé z ograniczonosci jej lewej strony w pewnym otoczeniu zera,

zapisujac wzér (4) w postaci

(go )@ +h)= (g0 f)(@)+ ((dyg) o (dof)) (h) + [[Al{dyg(a(h)) + Ll (k)},

17l
w ktérym wyrazenie w nawiasie { } zmierza do zera przy ||h|| — 0. Dowodzi
to naszej tezy. [J
Zauwazmy, ze wynika stad, w szczegdlnosci, zaanonsowany przed tygodniem
wzor na pochodng ¢’ z funkeji postaci t — ¢(t) = f(x(t),y(t)). Faktycznie,
pochodna ¢'(t) jest wartoscia dyp(1).

Dla funkcji f o wartosciach skalarnych otrzymamy nastepujace twierdze-
nie o wartoéci éredniej: Oznaczmy przez [Py : P;] odcinek w przestrzeni R? o
koncach w punktach Py, P;. Naturalna parametryzacja dla tego odcinka jest
odwzorowanie afiniczne

[0,1] 3t — Py := Py +t(P, — P).

Punkty postaci Py, gdzie 0 < t < 1 bedziemy nazywali punktami wewnetrznymi
tego odcinka. (Odwzorowanie to okreslone jest, oczywisce, nawet dla dowolnych
t € R.) Rozniczka jest tu cze$¢ liniowa tego odwzorowana, czyli odwzorowanie
R >t — t(P — FR). Jego warto$¢ w punkcie ¢ = 1, to pochodna tego od-
wzorowania, jet nia (w kazdym punkcie) wektor (staly) P; — Py. Stosujac wiec
regule tancucha do funkcji ztozonej ¢ — f(P;), dzigki Twierdzeniu Lagrange’a
otrzymujemy jego wersje dla funkcji wielu miennych:

Twierdzenie (o wartoéci $redniej). Jezeli funkcja f : D C R? — R jest
rozniczkowalna w punktch Wewne;trznych odcinka [Py : Py] i ciagla na tym
odcinku, to dla pewnego 6 € (0,1) jej przyrost wyraza si¢ wzorem:

f(P) = f(Po) =dp, f(P1 — F).

Gdy wektor Py — Py jest wektorem h = (hy, ha, ..., hq), to przyrost ten moZemy
wyrazi¢ przy uzyciu pochodnych czastkowych: f(Py)—f(FPy) = Z;l 1 Bm (Pg)h .
Podobnie, jak w przypadku odwzorowan 7 : [a,b] — R¥  analogiczna teza

przestaje by¢ prawdziwa dla odwzorowan o wartosciach wektorowych (dla k >
1). Mamy wéwczas tylko mozliwo$é oszacowania normy przyrostu:

Twierdzenie (o przyrostach). Jezeli odwzorowanie F : D C R — R¥
jest rézniczkowalne w punktch wewnetrznych odcinka [Py : P;] i ciagle na tym
odcinku, to

|F(P) = F(Po)|| < [Py = Rol| sup |[dp, Pl
te(0,1)

Tu norma z rézniczki, to norma odwzorowania liniowego. Przypomnnijmy,
ze dla T : R? — R* taka norma, ||T||, to najmniejsza stata M, dla ktérej na
kazdym z wektoréw v € R? zachodza nieréwnoéci: || T(v)|| < M||v||. Ponadto
IT|| = sup{||T(w)|| : ||w|] = 1}. W przypadku macierzy symetrycznych d x d
taka norma (zwana norma spektralna), to maksimum z moduléw jej wartosci
wlasnych. Zbiér wartosci wlasnych -to widmo (spectrum) macierzy.



Innym zastosowaniem reguty tancucha jest wzér dla tzw. pochodnej kie-
runkowej. W niektérych zrédiach przyjmuje sie jej definicje ”obustronna’, w
innych ”jednostronna” -ktéra jest bardziej ”elastyczna” i z niej skorzystamy.

Definicja. Jezeli w € R? jest wektorem niezerowym, f: D C R? — R jest
pewna funkcja oraz Py € D jest takim punktem, ze zbiér {t € R : Py+tw € D}
jest prawostronnym otoczeniem zera, to przez pochodna 0% f(Py) w kierunku
wektora w w punkcie Py rozumiemy granice

f(Po + hw) — f(P)

awf(‘P()) = hlil}(r)h h .

Scislej- mozna méwié¢ o pochodnej kierunkowej jednostronnej- strone wy-
znacza to zwrot wektora, bo kierunek - to cala prosta {Py +tw : ¢t € R}. W
przypadku Py = 0 odwzorowanie P — | P|| ma w kazdym kierunku pochod-
ng l-stronng réwna 1, ale brak tu granicy obustronnej. Jest to wiec pochodna
1-stronna w punkcie ¢t = 0 z funkcji zlozonej f(Py + tw) i dzieki regule tanicu-
cha (pochodna odzyskujemy z rézniczki liczac jej warto$é na l-wymiarowym
wektorze 1), mamy nastepujacy

Whiosek. Funkcja rézniczkowalna w danym punkcie ma réwniez pochodne
kierunkowe w kierunku kazdego wektora w € R?, przy czym

0" f(Py) = dp, f(w).

W szczegdlnosci, gdy pochodne kierunkowe istnieja, ale nie zaleza w sposéb
liniowy od wektora kierunku, to dana funkcja nie jest rézniczkowalna. Nastepu-
jacy przyklad pokazuje, ze z istnienia pochodnych kierunkwych 0¥ f zaleznych
w sposob liniowy gd w jeszcze nie wynika rézniczkowalno$é f. Niech mianowicie

0, w przeciwnym przypadku.

Wéwezas dla wektora w = (s,t) i dla h > 0 mamy hw = (hs, ht) oraz
F(f(0+ hw) — f(0)) = %fﬁg%i}fﬁ) To wyrazenie w przypadku t = 0,s # 0
jest stale réwne 0 , a gdy t # 0 -zmierza do zera, wiec 9 f(0,0) = 0 dla
kazdego wektora w. Jednak rézniczkowalnosci w zerze nie mamy. Pochodne w
kierunkach osi, to pochodne czastkowe i sa one rowne zero. Gdyby zachodzita
r6zniczkowalno$é, mielibySmy zmierzanie do zera przy (z,y) — (0,0) ulamka,
ktorego licznikiem jest f(x,y) — £(0,0) — dof(z,y) = f(x,y), a mianownikiem
v/ 12 + y? Ze wzgledu na wyzsze potegi, szybciej do zera zmierza mianownik ze
wzoru na f(x,y) i to ten mianownik spébujmy ”ujednorodnié¢” -czyli wyréwnaé
potegi jego sktadnikéw. Podstawmy y = x2 Zerem powinna by¢ wiec granica z
wyrazenia

1372 x® _ signum(x)

Va? + z4(2z%) - oz|ztvl+ 22 2VI+ a2

Ale dla > 0 przy  — 07 to wyrazenie zmierza do %, zamiast do zera.




