Analiza mat. na kierunku ”Elektrotechnika” II sem. wyktad ”zdalny” 3.

3 Szeregi funkcyjne

3.1 Zbiezno$¢ wraz z pochodnymi

Przed przystapieniem do analizy szeregdéw funkcyjnych warto poznaé jeszcze
jedno wazne twierdzenie o zbieznosci ciagu f/, pochodnych w danym ciagu
funkcyjnym (f,). Problem polega na tym, ze nawet ze zbieznosci jednostajnej
ciagu (fy,) funkcji klasy C°° na przedziale [a, b] nie wynika ani zbiezno$é ciagu
pochodnych, ani nawet rézniczkowalnosé funkeji f = lim f,,. Jedyne, co byli-
Smy w stanie wykazaé o tej f, to jej ciaglo$¢. Najprostszy przyklad, to ciag
\/ % + 22 jednostajnie zbiezny w [—1,1] do |z|. Faktycznie, /L + 22 — Va? =

ﬁ < y/1/n, natomiast granica nie ma pochodnej w zerze. Istnieja

nawet funkcje ciggle niemajace pochodnej w zadnym punkcie odcinka, a kazda
funkcja ciagla jest jednostajna granica pewnego ciaggu wielomianéw, co daje
jeszcze bardziej skrajny przyklad. To, co nalezy kontrolowaé, to nie norma
supremowa funkcji, tylko jej pochodnej- a woéwczas uzyskamy rowniez kontro-
le nad norma samej funkcji, o ile znamy jej warto$¢ w przynajmniej jednym
punkcie.

Definicja. W przestrzeni C'[a,b] funkcji f : [a,b] — R majacych ciagle po-
chodne definiujemy norme wzorem

Iflcrian = 1f (@) +sup{lf ()] : t € [a, 8]} czyli=|[f(a)l+ [ llap- (1)

Ciag (fn) jest zbiezny do f w tej normie, czyli || fn, — fllcijap) — O przy
n — oo, gdy ciag liczbowy (f,,(a)) zmierza do f(a) oraz ciag pochodnych zmie-
rza jednostajnie do pochodnej z f, czyli f) = f' w [a,b]. Sytuacje wyjasnia
nastepujace twierdzenie, ktére podam bez dowodu (osoby zainteresowane szcze-
gélami moga go znalezé w 6. wyktadzie dla kierunku Matematyka na tej stronie
WWW).

Twierdzenie.(O ZBIEZNOSCI WRAZ Z POCHODNYMI) Jedli ciag pochodnych
f! funkcji f,, € C'a,b] jest zbiezny jednostajnie w [a, b] do pewnej funkcji g,
za$ ciag fn(c) jest zbiezny przynajmniej w jednym pumkcie ¢ € [a, ], to ciag
fn jest zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji f € C'[a,b] oraz f' = g.

3.2 Szeregi funkcyjne

Definicja. Szeregiem funkcyjnym (w zbiorze A) nazywamy szereg postaci

S falt) 2)

n=0

o wyrazach, ktore sq funkcjami f, : A — C (lub f, : A — R). W mysl definicji
szeregow formalnych, szeregiem funkcyjnym nazywamy ciqg funkcyi bedgcych k-
tymi sumami czesciowymi, czyli cigg funkcji Sy (t) = ZZ:O fn(t).
Zbieznosé szerequ do sumy S (ktdra tez jest funkcjg) oznacza, ze

S =lim S;..
Mozemy wiec mowié¢ o zbiezno$ciach: punktowej, jednostajnej, lub w normie
calkowej || - ||p. Obszarem zbieinosci dla szeregu (2) nazywamy zbior
o0
{te A: Z fn(t) jest zbiezny}. (3)
n=0



W warunku (3) mamy wiec do czynienia ze zbieznoScia punktowa. Na
przyktad, obszarem zbieznosci dla szeregu ZZO:O 2™ zmiennej zespolonej z (tu
A = C) jest otwarte kolo o promieniu 1 i $rodku w punkcie zero w C.

Poniewaz, jak juz wiemy, zbieznos¢ jednostajna na danym zbiorze E jest
rownowazna warunkowi jednostajnemu Cauchy’ego na tym E -ktory z kolei
mozna opisa¢ uzywajac normy supremowej || - | g, dla szeregu (2) ta zbieznosé
oznacza, ze normy || S, — Sy, || g powinny by¢ dowolnie male dla m, k dostatecznie
duzych. Mozna przy tym przyjaé, ze m < k, a nawet zastapi¢ m przez m—1, bo
Si(t) — Sm—1(t) = Z::m fn(t), zas (w zapisie bezargumentowym) Sy — Sy, =
Zﬁ:m 41 Jn, o jest nieco mniej wygodnym zakresem sumowania. Otrzymujemy
wiec

Twierdzenie.(WARUNEK CAUCHY EGO DLA SZEREGOW) Szereg funkeyjny

> fu(t) jest jednostajnie zbiezny na zbiorze E wtedy i tylko wtedy, gdy

k
Ves0ImVimVier (M <m <k) =] fult) <e, (4)
n=m
k
co skrétowao mozna zapisa¢ w postaci || Z falle — 0 przy m, k — oc.
n=m

Wynika stad nastepujace, bardzo czesto stosowane kryterium zbieznosci
podane juz w potowie XIX w. przez Carla Weierstrassa, znane tez pod nazwa
”"M-test Weierstrassa”

Twierdzenie.(TEST MAJORANT WEIERSTRASSA) Jedli istnieja takie stale

Cpn >0, 2e Viep|fn(t)] < C, oraz > C), < 400, to szereg funkeyjny > f, jest
jednostajnie zbiezny na zbiorze FE.

Uwaga: Dla szeregéw liczbowych o wyrazach nieujemnych (i tylko dla nich)
mozna stosowaé skrétowy zapis typu »  Cr, < +oo dla oznaczenia ich zbieznosci.

Na przyklad, szereg Y -, ne”"log,(2+cos(n?t—7)) jest jednostajnie zbiez-
ny na zbiorze R, bo 1 < 2 + cos(n?t — 7) < 3, na przedziale [1, 3] logarytm jest
ograniczony przez C' = In 3, za$ szereg liczbowy >~ Cne™™ (liczb stanowiacych
majoranty ) jest zbiezny. Mozna (przez rozwiniecie w szereg Taylora) nadaé
sens wartosci funkcjom cos z,sin z, In z dla zmiennych zespolonych: z € C, ale
juz nie mozemy twierdzié¢, ze |cosz| < 1, co wykorzystywaliémy w naszym
oszacowaniu gdy t € R. Wystapia tez istotne problemy z okresleniem, w jakiej
dziedzinie zespolonej mozemy okresli¢ logarytm (funkcja wykladnicza nie jest
injekcja na swojej dziedzinie: C, jest nawet okresowa o okresie 27i). Natomiast
le?| jest réwny e®*, gdzie Rz, to czesé rzeczywista liczby zespolonej z.

Sa szeregi zbiezne jednostajnie (np. na zbiorze E = R), dla ktérych nie
da si¢ zastosowaé M-testu. Na przyktad, gdy fn(t) = —2= dlat € [n,n + 1) oraz

n+1
fn(t) = 0 dla pozostalych t € R, to || fnllr = n%rl, za$ Sk (;) jest funkcja schodkowa
réwna zero dla t > k, za$ S(t) jest funkcja schodkowa z nieskoniczona ilodcia schodéw,
réwna, %_H gdy t € [n,n+ 1),n € NU {0}. Latwo sprawdzié, ze réznice S — Sk
otrzymamy zastepujac w przedziale [0,k + 1) wartosci S przez zero, pozostawiajac

dalsze wartosdci bez zmian, stad ||S — Skljr = — 0 przy k — oo. Oczywiscie, w

1
teScie Weierstrassa im mniejsze majoranty Cp, kvtéimiemy, tym wigksze sa szanse na
zbieznos¢ szeregu » | Cy. Ale zawsze musi byé Cr 2 ||fn|lz. W naszym przypadku
kazdy szereg majorant bedzie rozbiezny! Zaletag M-testu jest to, ze nie musimy
wyliczaé¢ norm || f,,|| g, co bywa trudne, wystarczy sprytnie te normy oszacowac.

Najwazniejszy typ szeregu, dla ktorego dziata M-test, to tzw. szereg pote-

gowy (a jego najwazniejszym przykladem jest szereg Taylora):

3.3 Szeregi potegowe. Obszar zbiezno$ci

Definicja. Szereg funkcyjny > .o fn(2) zmiennej (rzeczywistej, lub zespolo-
nej) z, gdzie fn(2) = an(z — 20)"™ dla pewnych a, € C, nazywamy szeregiem
potegowym o wspdtezynnikach a,, i o Srodku zg.



Nalezy podkresli¢, ze fo jest tu funkcja stala, réwna ag. Na przyktad, dla
zo = 0, gdy a, = a, a # 0 jest ciagiem stalym, mamy szereg geometryczny
>_az" o ilorazie z, zbiezny dla [z| < 1 (o sumie %) i rozbiezny dla |z| > 1.
Obszar zbieznosci (czyh takich punktéw z, dla ktérych > f,(2) jest zbiezny)
jest wiec w tym przypadku kolem otwartym o promieniu 1 na plaszczyznie
zespolonej (o srodku w zp).

Jak sie okaze, (z dokladno$cia do pewnych punktéw na brzegu), obszar zbiez-
nosci kazdego szeregu potegowego) - zawsze bedzie kolem o pewnym promieniu
R i o érodku w zg. Innymi stowy, obszar zbieznosci tego szeregu rézni sie od
kota o promieniu R co najwyzej o pewien podzbiér zbioru {z € C : |z—z9| = R}
Przyjmujemy tu konwencje, w mysl ktérej takie kolo dla R = 0 jest réwne {29}
(wtedy obszar zbieznosci redukuje sie do tego punktu), zas dla R = 400, kotem

o nieskonczenie duzym promieniu jest cala plaszczyzna zespolona C.

Twierdzenie 1 Dla danego szeregu potegowego Z:ico an(z—z0)™ istnieje
taka liczba R € [0,4+00] (zwana promieniem zbiezno$ci tego szeregu), Ze

e dla z € C takich, ze |z — zo| < R szereg jest zbiezny;
e dla |z — zp| > R szereg nasz jest rozbiezny.

Ponadto gdy R > 0, to w kazdym kole {z € C : |z — z| < r}, gdzie 0 <
r < R zbiezno$¢ szeregu jest jednostajna wraz z pochodnymi dowolnego rzedu.
Jesli istnieje ktoras z granic: g = lim ‘a”ﬂll lub 'y lim {/|a,|, to R = %
(odpowiednio R = 1) Tu przyjmujemy 0 = 400, — +Oo =0.

Uwaga: Naéladumc dowdd kryterium d’Alemberta zbieznosci szeregu, moz-
na wykazac, ze jesli tylko istnieje powyzsza gracnica g, to rOwniez istnieje druga
z granic: v i wéwczas v = g. Wynika stad np., ze lim {/n! = +o00. Promieniem
zbieznosci szeregu Y nlz™ jest wiec 0, za$ promieniem zbieznosci ) %T‘L = €°
jest +00, czyli ten ostatni szereg jest zbiezny dla wszystkich z € C.

Dla wiekszosci ciagéow zadna z granic: -, g nie istnieje. Mozna wykazaé, ze w
takiej sytuacji wystarczy zastapi¢ v przez najwieksza z granic podciagdéw zbiez-
nych ciagu {/|ay|, tak zwana granice gérng tego ciagu, oznaczana symbolem
limsup {/|a,|. Jest to najwiekszasza sposrdd liczb « o tej wlasnosci, ze

M <y= (m > 1 dla nieskonczenie wielu n)

Granica gérna jest tez réwna granicy ciaggu monotonicznego (b,,), gdzie b, =
sup{ /18] > 1} > bus.

W kazdym przypadku, jesli 72 >, to jedynie dla skonczenie wielu n moze
byé¢ ¥/lan| > 2, czyli woéwezas |a,| < 7% dla n dostatecznie duzych . Jesli
|z — z0] < 7, to ry < 1, wiec dla pewnego y2 > v jest ¢ := ryy < 1.

Wéwezas dla dostatecznie duzych n mamy oszacowanie (jednostajne w kole
{z € C: |z — 20| <r}) postaci |a,(z — 20)"| < ¢". Jest to oszacowanie normy
supremowej po tym kole dla funkeji f,,(z) := an(z—20)". Pochodnq z tej funkeji
jest f1(2) = nan(z — 20)" 1, ktéra mozemy oszacowaé przez nr—'q" (korzysta-
my tu z faktu, ze funkcja | f/ | osiaga maksimum w kole {z : |z — zo\ r} na jego
brzegu, gdzie |z zo| = r). Analogiczne oszacowania supremowe dla pochodnych
wyzszych rzeddéw -zawsze daja majoranty sumowalne. Zbiezno$é (jednostajna
wraz z pochodnymi) wynika wigc z M-testu Weierstrassa. Podobnie wykazuje
sie rozbieznosé gdy |z —zo| > R -wowczas dla pewnego y1 < 7 jest y1|z—zo| > 1
i z oszacowania {/|a,| > 1 dla nieskonczenie wielu n otrzymamy zaprzeczenie
warunku koniecznego zbieznosci: |a,(z — 2z0)™| > 1 dla nieskoficzenie wielu n.

Jedli ograniczamy sie do z, zg rzeczywistych, méwimy o przedziale zbieznoéci
szeregu potegowego Y a,(r—x¢)", dla R = (limsup ¥/|a,|)~! mamy zbieznoéé
tego szeregu dla x € (xg — R, xo + R), rozbieznosé dla |x — xzo| > R. Czy jest to
szereg zbiezny, czy nie w konicach tego przedziatu -zalezy od samego ciagu a,,.
Dla uproszczenia, niech zg = 0, R = 1. Gdy > _ a,, jest bezwzglednie zbiezny, zas
dla |z| > 1 mamy rozbiezno$é > a,z™, to przedziatem zbieznosci jest [—1, 1].
Dla a, = %, ao = 0 przedzialem zbieznosci %z" jest [-1,1), bo dla z = 1 suma



jest > 1_ +oo Dlax = —1 mamy naprzemlenny szereg zbiezny. Podobnie, dla
an = (—1) -przedzialem zbieznosci jest (—1,1]. Mozna wykazaé, ze mozna
tak dobraé an, by dla zadnej liczby zespolonej z o module 1 szereg > a, 2™ nie
byt zbiezny, a obszarem zbieznosci -byto koto otwarte jednostkowe.

Mozna wykazaé nastepujace Twierdzenie Abela: Jezeli szereg potegowy o $rod-
ku zo i promieniu zbieznosci R € (0,+00) jest zbiezny w ktérym$ z punktéw zo + R
(na krarnicu przedziatu zbieznosci), to jego suma jest funkcja ciaglta w tym punkcie,

szereg jest zbiezny jednostajnie na odcinku taczacym ten punkt z punktem xo.
1)n+1

Jako zastosowanie, mozemy wykazaé, ze Z = In2. Promien
zbieznosci szeregu potegowego geometrycznego —— = » o (—x)" wyno-
si 1, wiec w przedzialach [—r.r] dla r < 1 jego Zbleznosc jest jednostajna i
mozemy tam calkowaé szereg wyraz po wyrazie, otrzymuj@c dlad <z <1

rozwiniecie In(1 + z) = [ %-Hdt =YX [-rdt = 2F n;+11( z) =
n+1
> (_1% 2". 7 twierdzenia Abela wyniknie, ze
© (_1)n+1
lim In(1+42) = lim ——~—2",
z—1~ 1 r—1- n

co daje nasza réwnosc.
o0 2\n : 1 . 4 :
Szereg potegowy > o (—2°)" o sumie 7. mozemy catkowaé stronami

na przedzialach [0,z] dla |z| < 1, otrzymujac rozwiniecie Z( 1) p2ntl =

arc tgx. Dzigki twierdzeniu Abela ten wzér mozemy tez stosowac W punkcie
x = 1, otrzymujac ciekawe przedstawienie liczby 7:

o0 n

7T (—1)
T _ arctgl =
g T arete Z2n+1

0

3.4 Szereg Taylora i Maclaurina

Jak wida¢, niektéore funkcje mozna przedstawi¢ jako sume szeregu potegowe-
go stosujac catkowanie lub rézniczkowanie szeregu potegowego geometrycznego
> 2™ (z ewentualnymi podstawieniami w miejsce zmiennej x jakiego$ prostego
wielomianu). Ale w ogélnym przypadku nietatwo jest znalezé ta metoda wspoél-
czynniki rozwiniecia. Na szczedcie, jest inny sposéb: Przypuéémy, ze promien
zbieznodci dla szeregu s(x) 1= > an(x — o)™ jest dodatni. Podstawianie war-
tosci & = xo do tego rozwiniecia funkcji s(z) a nastepnie do jej pochodnych
rzedu k daje réwnosci: s(zo) = ag, s (z0) = a1,...,5%) (29) = klay, gdyz w
takim rozwinieciu wszystkie -z wyjatkiem jednego (dla n = k) skladniki zeruja
sie w punkecie xg. Jesli wiec tylko f(x) jest suma typu s(z) -czyli suma jakiego$
szeregu potegowego zbieznego w pewnym otoczeniu punktu zg do f, to musi
juz by¢ ay = %f(k) (z9). Szereg potegowy o takich wspélezynnikach nazwiemy
szeregiem Taylora w punkcie xg dla funkcji f. W przypadku xy = 0 szereg taki
nazywamy szeregiem Maclaurina. Jesli tylko 0 nalezy do wnetrza dziedziny f,
to najprostsza i najczesciej uzywana jest wladnie taka postaé¢. Rzecz jasna, wy-
maga to znajomosci poszczegdlnych pochodnych w punkcie 0. Dla niektérych
funkcji sa na to proste wzory: np. dla f(x) = e® wszystkie pochodne sa réwne
e”, a w zerze przyjmuja warto$¢ 1. Dla funkcji sinus pochodne rzedu k w ze-
rze zeruja sie dla k parzystych i sa réwne (—1)™ dla k = 2m + 1. Podobnie,
cos®(0) = (=1)7 gdy k = 2§, j € NU {0}, zerujac si¢ dla k nieparzystych.
Tu promieniem zbieznodci jest +oo. Dla funkcji In(1 + x) promien zbieznosci
szeregu Maclaurina wynosi 1. Mozna wykazaé, ze wszystkie te szeregi maja su-
my réwne rozwijanym funkcjom, choé nietatwy dowdd pominiemy. Mozna wigc
zapisaé:

(o)
1 :
e’ = Z ] dla wszystkich z € R,
0

3 5 JL,2m+1

sjnx:1;_*+7_...+(_1)mm+... dla wszystkich z € R,



Z‘Q 1‘4 .sz

Cosx:1_§+1_...+(_1)mm+... dla wszystkich =z € R,
2 ad ne1T"
1n(1+:c):x—?+§—-~-+(—1) —+... dlaz|< 1.

n

Teraz wyjasnie, dlaczego wprowadzilem na poczatku symbol S(z) dla sumy
szeregu potegowego. Moze si¢ zdarzyé, ze promien zbieznoéci szeregu Taylora
wynosi 400, lecz mimo to f(x) # S(z) dla x # xo.

Przyktad Tak jest w przypadku funkeji ¢(z) := exp(—-5) dla @ # 0, oraz
¢(0) := 0. Wszystkie jej pochodne w punkcie 0 istnieja (na wykladzie wykaza-
tem to dla k = 1, lecz sa réwne zero, wiec szereg Maclaurina dla ¢ ma same
zerowe wspélezynniki, s(z) = 0V er. Natomiast ¢p(z) > 0 dla = # 0.

Nasuwa sie pytanie: ,kiedy jest Zle, a kiedy dobrze” w sensie réwnoéci po-

miedzy funkcja klasy C*° i jej suma szeregu Taylora? OdpowiedZ wymaga osob-
nej teorii, podamy jedynie definicje:
Definicja Méwimy, ze funkcja f : D — R jest analityczna (dokladniej, R-
analityczna) na zbiorze otwartym D C R, jezeli dowolny punkt zgp € D ma
otoczenie, w ktérym f jest réwna sumie jakiego$ szeregu potegowego. (Jak juz
wiemy, ten szereg musi by¢ wéwczas jej szeregiem Taylora.)

Poniewaz szereg potegowy (majac wowczas dodatni promien zbieznosci R)
jest zbiezny takze poza osig rzeczywista, dla z € C lezacych w kole |z —z¢| < R,
funkcje analityczne mozna przedluzyé na pewne otoczenie §2 zbioru D na plasz-
czyznie zespolonej C. Gdy R = oo, (np. dla exp, sin, cos, sumujac szereg Taylora
otrzymamy przedtuzenie tych funkcji dla wszystkich z € C. Poréwnujac szeregi
Maclaurina dla funkeji exp(iz),z € R z rozwinigciami funkcji trygonometrycz-
nych, Euler doszedl do swego stynnego wzoru:

e'® = cos ¢ + isin ¢, ¢ e R.

Funkcje analityczne na otwartych podzbiorach ) plaszczyzny zespolonej
definiujemy analogicznie -jako réwne sumie szeregéw potegowych w pewnych
otoczeniach (w C) kazdego punktu ze zbioru 2. Aby odrézniaé te funkcje,
zmienna w przypadku rzeczywistym oznaczamy symbolem z,t lub ¢, zas w
przypadku zespolonym -jednym z symboli: z,w, A, (. Mozna wykazaé, ze poza
przypadkiem funkcji stalych, funkcja analityczna f(z) nie moze przyjmowaé
wylacznie wartosci rzeczywistych w otoczeniu (zespolonym) zadnego punktu.

Ponadto przedtuzenia analityczne funkcji R-analitycznych na dany obszar
Q, o ile istnieja, sa wyznaczone jednoznacznie.

Mozemy utozsamiaé C z R2. Zapisujac u = Ref,w = Imnf, r = Rez,y = Imz,
mozemy traktowaé f jako funkcje 2 zmiennych rzeczywistych (z,y) € Q o
wartosciach (u(x,y),v(x,y)) w R% Wéwcezas para funkcji u,v : Q@ — R klasy
C! stanowi czeSci: rzeczywista i urojona pewnej funkcji analitycznej wtedy i
tylko wtedy, gdy spelniaja one w kazdym punkcie zbioru Q0 tzw. Réwnania
Cauchy’ego - Riemanna:

ou Ov Ou ov
—=_— oraz — =-——.
dr Oy oy Oox
Innym warunkiem réwnowaznym jest istnienie w kazdym punkcie zg € 2
f(z) = f(=0)

granicy przy |z — zo| — 0 z ilorazéw réznicowych: , hazywanej

z—z
pochodna zespolona w tym punkcie i oznaczanej symbolem f’o(z).

Analityczne sa np. wielomiany postaci p(z) = Zg apz®, funkcje wyktad-
nicze, trygonometryczne powstale przez rozszerzenie odpowiednich funkcji R-
analitycznych na pewne obszary w C.

Suma, iloczyn, iloraz (poza miejscami zerowymi mianownika) dwu funk-
¢ji analitycznych w €2 jest rowniez analityczna. Réwniez funkcje odwrotne do
injekcji analitycznych -sa analityczne. Przy tym obraz zbioru otwartego w C
przez funkcje analityczna rézna od stalej -jest zawsze otwarty.



