Analiza mat. na kierunku ”Elektrotechnika” II sem. wyktad ”zdalny” 5.

5 Szeregi Fouriera -c.d.

W przestrzeni R[a, b] zdefiniowaliSmy przy uzyciu calki iloczyn skalarny. Moz-
na rozwaza¢ bardziej ogélne przestrzenie wektorowe H z iloczynem skalarnym
(f,g). Symbol f L g oznacza zawsze prostopadlo$é w sensie: (f, g) = 0. Mamy
tez wowczas naturalnie zdefiniowana norme wektoréw f € H -dana wzorem

IfIl = \/{f, f) 1 zachodzi nier6wno$¢ Schwarza:
(a1 < 1 lgll-

Jesli przestrzen z taka norma jest zupelna, to nazywana jest przestrzenia
Hilberta.

Brak zupelnosci mozemy w pewnym sensie obej$é¢ -tworzac tzw. uzupelnienie H
przestrzeni H -jej zupelny nadzbiér z operacjami: iloczynu skalarnego, dodawania
wektoréw i iloczynu skalarnego, bedacymi przedtuzeniem ciagtym odpowiednich dzia-
tan z H. Takie przedtuzenie istnieje, a jego jednoznaczno$é¢ wynika z gestosci H w H
czyli z faktu, iz kazdy wektor z H jest granica pewnego ciggu Cauchy’ego o wyrazach
z przestrzeni H. Réwniez wszystkie odwzorowania liniowe i ciagte na H maja jedno-
znaczne ciagte przedluzenia na H -takim odwzorowaniem jest np. funkcjonal przypi-
sujacy funkcji f € R|a,b] catke fab f(t) dt, jego przedtuzeniem na H= L?[a, b] bedzie
caltka Lebesgue’a. Nie bedziemy jednak wchodzié¢ w szczegdly jej teorii na tym kursie.
Calkowalno$é w tym ogdlniejszym sensie Lebesgue’a obejmuje np. catki niewtasciwe
bezwzglednie zbiezne, funkcje réwne poza zbiorem miary zero funkcjom catkowalnym,
czy catkowalno$é granic punktowo zbieznych ciggdéw funkcji catkowalnych.

Przypomnijmy ostatnia definicje z poprzedniego wykltadu:

Definicja. Uktad wektoréw (f;);cs nazwiemy ukladem ortogonalnym, gdy
Jj # k= f; L fr Uklad ortogonalny wektoréw o normie 1 nazwiemy ukia-
dem ortonormalnym. Uklad (e;)jes w przestrzeni H z iloczynem skalarnym
nazwiemy bazg ortonormalng, gdy jest to taki uklad ortonormalny, ze jedynym
wektorem prostopadltym do wszystkich e; jest wektor zerowy:

(VjleJ_ej):xf:(). (1)

Warunek ten, znany jako warunek zupelnosci ukladu jest réwnowazny temu, by
kazdy element f € H z dowolna dokladnoécia dal sie¢ przyblizy¢ kombinacjami
liniowymi wektoréw e;.

Twierdzenie 1 W kaZdej przestrzeni Hilberta istniejg bazy ortonormalne.
W przestrzeniach L*(a,b) istniejq bazy przeliczalne (e;);ez. Co wiecej, kazdy
wektor f € H ma w takiej bazie dokladnie jedno rozwiniecie w ”abstrakcyjny
szereg Fouriera” postaci

=2 ci(Pej, gdzie ¢;(f) = (fre;). (2)
Jjez
Zachodzi tez tak zwana Tozsamosé Parsevala:
A7 = les . (3)

JET

Réwnos¢ S =}, 7 g;, zapisywana tez jako S = ijioo g;j oznacza tu dla
g; € H, ze skoficzone sumy czesciowe Sy, := Z?z_k g; zmierzaja do wektora S
wzgledem normy, czyli

Ves0Im Vs ken || — Skl <e.

Zwréémy uwage, ze sumy sa nieskonczone, nie jest to wiec zwykla baza
algebraiczna, z jaka mieliémy np. do czynienia w R™ (tam baza kanoniczna



zero-jedynkowa zlozona z wektoréw e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)
jest, faktycznie ortonormalna i np. dla n = 3,f = (z,y,2) mamy ¢;(f) =
x,co(f) = y,e3(f) = z. Pojecie bazy algebraicznej, gdzie kazdy wektor z prze-
strzeni jest skonczong kombinacjg liniowa wektoréw bazowych, w przypadku
przestrzeni funkcyjnych, jest nieodpowiednie (w przestrzeniach zupelnych ta-
kie bazy algebraiczne musza by¢é nieprzeliczalne!)

Zauwazmy tylko pare istotnych dla dowodu faktéw: iloczyn skalarny jest ciagly

wzgledem pierwszej wspolrzednej w normie || ||, bo z nieréwnosci Schwarza, mamy
[(f1.€) = (fa;e)l = [(fr = f2,e)] < |lfx = falllle]l- Jesli wiec istnieje S := lim Sk,
to (S,en) = limp oo (Sk,en). Ale dla sum czeSciowych naszego szeregu Fouriera

, dzigki liniowodci iloczynu skalarnego wzgl. pierwszej zmiennej, mamy (Sk, €,) =
Z?:—k ci(f)(ej,en) = cn(f) dla k > |n|,n € Z. Jest to wiec ciag staly od pew-
nego miejsca i faktycznie, mamy woéwczas (S,e,) = (f, en). Odejmujac stronami,
otrzymamy (S — f,e,) = 0, czyli relacje prostopadlosci S — f L e, dla wszyst-
kich n € Z. Warunek zupelnosci uktadu (e,) da wéwczas réwnosé S = f. Wystar-
czy wiec tylko jeszcze sprawdzi¢, ze faktycznie ciag Sk sum czeSciowych szeregu
jest zbiezny, do czego wystarczy, by zachodzil warunek Cauchy’ego (tu jest jedy-
ne miejsce, w ktérym korzystamy z zupeinosci H). Poniewaz jak latwo zauwazyé,
réwniez S — f L en, a w konsekwencji, f — S L Sk, z twierdzenia Pitagorasa
otrzymujemy [|£[|* = || £ = Sk|* + [[Skll> = [[Skl* = 3=5__, les (£)|” Dowodzi to zbies-
nosci szeregu kwadratéw norm wspétczynnikow f wzgledem naszej bazy. Poniewaz
¢; (f) = (f, e;), wynika stad tez wazne oszacowanie, ktére wykazal Bessel:

Z [(fre))? < ||f]* dla wszystkich f € H. (4)
jeJ

Zachodzi ono nie tylko dla baz, ale i dla dowolnych uktadéw ortonormalnych. Z niego
wynika tez warunek Cauchy’ego dla ciagu Si: dla m > k mamy

1Sm = Skl> =11 D> ¢(NelP= D> le(HIP <e

k<|jl<m k<ljlsm

dla k dostatecznie duzych, m > k. (Ostatnia z réwnosci wynika z twierdze-
nia Pitagorasa dla wzajemnie prostopadlych wektoréw c;(f)e;,j =k +1,k+
2,...,m1izréwnosci |c;(f)e;ll = le;(f).)

Poniewaz || f|| = lim ||.Sk|| (bo norma jest ciagla), otrzymujemy z tego rozu-
mowania réwniez réwnosé (3)) zwana tozsamoscia Parsevala.

Uwaga: Gdyby uklad wektoréw (e;) nie byl zupelny, to rozwiniecie f w
szereg Fouriera byloby nadal mozliwe -ale jedynie dla tych wektoréw f, dla
ktorych zachodzi tozsamos$é Parsevala, a to sa doktadnie takie wektory, ktore
naleza do domknietej podprzestrzeni generowanej przez zbiér {e; : j € Z}
elementéw danego ukladu ortonormalnego.

Przyktadem na uktad niezupelny jest tzw. ciag funkcji Rademachera. Jest
to uklad funkcji przyjmujacych jedynie dwie wartosci -1,1 na odcinku [0,1]:
eo(t) = 1(Vt),e1(t) = 1 dlat € [0,1], e1(t) = —1 dla t € (3,1). Jest to wiec
tzw. 7sygnal prostokaty”. Jedli e; przedhuzymy do funkcji okresowej na calej
osi R, to niech es(t) = e1(2t),..., e;(t) = e1(2771),t € [0,1].

5.1 Klasyczne szeregi Fouriera
Dla dowolnej liczby catkowitej k catki z funkcji
sip(x) :=sin(kz), cg(x) = cos(kx)
po przedziale [0, 2] (jak réwniez po przedziale [—, 71]) sa réwne zero z jednym
wyjatkiem: dla k = 0 funkcja ¢q jest stala, réwna 1. Oczywiscie, sg = 0,s5_j =

—Sk, C_f = Ck, Wiec ze znanych wzorow trygonometrycznych:

28mCn = Sm—n + Sm+n; 28mSn = Cm—n — Cm4n, 2CmCn = Cmn + Cm4n



wynika, ze dla m # n, m,n € Z iloczyny skalarne:
(Cm, 8n)s (€m; n); (Sms Sn)
s réwne zero oraz (cn, sp) = 0 (=ortogonalnosé uktadu). Dla n € N mamy za$
(CmyCm) =7 oraz (Sn,Sp) =m.

Ponadto dla funkcji stalej ¢y jest (co,co) = 2.

Jak mozna wykazaé, uklad utworzony przez funkcje ¢,,n € NU {0} oraz
sn,n € N jest ukladem zupelnym. Nazywamy go ukladem trygonometrycznym.
Jest on ortogonalny, lecz normy $redniokwadratowe jego elementéw (z wyjat-
kiem cy) nie wynosza, 1, tylko /7. Jego pierwsza cz¢éé, utworzona przez funkcje
cos(nx) rozpina podprzestrzen funkcji okresowych parzystych w L?[—7, 7], dru-
ga -moze stuzy¢ do rozwiniecia dowolnej funkcji nieparzystej. Poniewaz uktad
jest nieunormowany, aby skorzystaé¢ z ogdlnej teorii szeregéw Fouriera, nalezy
go unormowac. Niech

1 1 1
Co := ——Co, Sp:= ——=8n,Cp:= —==Cp, N EN.
o mco Sn \/778n Cn ﬁcn n
Wéwezas wspolezynniki Fouriera funkcji okresowej f : [-m, 7] dla n € N sa
réwne:
1 4 ~ 1 i

anp, : () cosnx dx, by, :

:ﬁ 77rf :ﬁ *“f

za$ ag 1= \/% ffﬂ f(x)dz. Poniewaz chcemy dojs$é do rozwinigcia postaci

() sinnx dz,

1 )
5&0 + ;(ancn + bnsn)v

zas z twierdzenia dla bazy ortonormalnej é,, 5, (doktadniej, dlan € Z,< 0 tu
en =cp,adlan € Nye, = s,) mamy f = aoo+ .y nCn+by Sy, otrzymujemy

s 1 s
an = — f(z) cosnx dz, by, = — f(z)sinnz da. (5)
T ) . T .

Sa to tak zwane Wzory Fouriera-Eulera dla wspoélczynnikéw rozwiniecia
funkcji f € L?[—m, 7] w szereg Fouriera:

1 o0
§a0 + Z a, cosnx + b, sinnx.

n=1

Tozsamoé¢ Parsevala daje relacje || f[13 = |ao]? + 325 |dn|? +|bn|?, co implikuje
jej klasyczna postac”:

T oo
| 1@ o = Faol + 7Y (e + [b0P) (6)
- n=1

Dla n = 0, wyliczajac ag, chcemy (i mozemy) uzyé tego samego wzoru, bo
co(z) = cos(0z) = 1Vax. W tym przypadku latwo sie pomylié, bo w abstrak-
cyjnym szeregu Fouriera wystepowal sktadnik agcy, za$ w naszym rozwinieciu
uzywamy % co, czyli 4@. Dla n = 0 wspétczynnik a,, we wzorze nie jest, jak
w przypadku pozostalych n -iloczynem skalarnym f przez funkcje ¢, (odp.s,)
podzielonym przez kwadrat L2- normy ¢, (odp. s,) réwwny 7, gdyz taki kwa-
drat normy dla cy jest réwny 27. Jesli chcemy ujednolici¢ powstaé wzordéw
Eulera-Fouriera, to w samym rozwinieciu Fouriera musimy za ag przyja¢ nie
sktadnik staly, lecz jego podwojong wartosé:

ao = — i f(z)dx.
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Uwaga: W rozwinieciu f € L?(—m,m) w szereg Fouriera zbieznoéé (sum
cze$ciowych tego szeregu do f) jest $redniokwadratowa. W ogélnym przypadku
ciagi zbiezne éredniokwadratowo nie musza by¢ zbiezne punktowo nawet w
sensie zbieznoéci ,prawie wszedzie”, jedynie pewne ich podciagi musza byé
zbiezne prawie wszedzie. Dopiero w latach 60. XX wieku matematyk szwedzki,
Lennart Carleson (laureat Nagrody Abela) wykazal, ze szereg Fouriera funkcji
catkowalnej z kwadratem jest zbiezny do tej funkcji prawie wszedzie. Mozna
wykazaé, ze dla f okresowej, klasy C'! zbiezno$é szeregu do f jest jednostajna.

Jedli, na przyklad, rozwiniemy funkcje f : [0,27] — R dang wzorem f(x) =

Z — 2 (nie jest ona okresowa, bo f(2m) = =37 # f(0)), otrzymamy wspol-

i7" 2

czynniki ag = —%,a, = 0 dlan € N, b, = 1. Norma Sredniokwadratowa
. . 2 p2 2

podniesiona do kwadratu wyniesie ||f[|3 = [; (55 — 5 + 4 )dx = 7°(§ —

1 8 371 1 . ’ . . s s

5+ 13) = ™(5 + §), co tatwo wyliczy¢, wigc z tozsamosci Parsevala @,

™2 +5)=2(3)?+ 7Y 5. Z tej réwnosci, skracajac, otrzymamy wykazana

przez Eulera tozsamo$é:

S 9
>E= g

Jednym z typowych zadan sprawiajacym z poczatku pewien klopot inter-
pretacyjny, jest polecenie rozwiniecia danej funkcji f : [0,7] w szereg cosi-
nuséw (odp. w szereg sinuséw). Chodzi tu o szeregi % + > 7% a, cosnt (odp.
17 by sinnt). Jak te sama funkcje mozna rozwinaé w 2 rézne szeregi, czy nie
kloci sie to z zasada jednoznacznoéci rozwinie¢? Ot6z, nie, nie ma tu sprzecz-
noéci. Zagadnienie polega na tym, ze funkcja nie jest okre$lona na przedziele
dhugosci 27, a taka sugeruje dtugosé okresu funkcji z uktadu trygonometrycz-
nego. Aby méwié o parzystosci/nieparzystosci -powinnismy mieé dziedzine sy-
metryczna wzgl. zera, czyli przedzial [—m, 7]. Funkcje majace szereg Fouriera
czysto cosinusowy (b, = 0¥n) musza by¢ parzyste, wéwczas calki we wzorach
na wspoélezynniki wystarczy liczyé po przedziale [0, 7], wynik mnozac przez
2. Doktadniej, bedzie a, = %foﬂ f(t) cosntdt. Podobnie, rozwiniecie w sze-
reg sinuséw implikuje nieparzystosé. Tloczyn dwu funkcji nieparzystych (u nas:
f(t)sin(nt) jest parzysty, wiec w rozwinieciu f w postaci > ;" b, sinnt mamy
by = 2 [ f(t)sinnt dt.

Rozwijajac np. funkcje f(x) = § — 5 rozwazana przed chwila - tym razem w
szereg sinuséw w przedziale [0, 7], otrzymamy inne, niz poprzednio, rozwiniecie:
> s-sin(2nt) dla 0 <z < 7.

Funkcja f(t) = t jest nieparzysta w calym [—m, 7], tam (poza koncami
przedzialu, jest suma szeregu > ;" (71)”+1% sin nt. Natomiast w przedziale[0, |
jest ona czeScia funkcji parzystej |t| okreSlonej dla t € [—m, 7]. Rozwiniecie
kosinusowe, to t = 5 — 237 | (2k — 1)~ 2 cos(2kt — t).

™ T

Szczegoly przeliczen przy rozwijaniu funkcji w szeregi Fouriera pokaze na
nastepnym wykladzie.
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