Analiza mat. na kierunku ”Elektrotechnika” II sem. wyktad ”zdalny” 6.

6 Szeregi Fouriera -dokonczenie

Szeregi Fouriera stuzg do przedstawiania nieregularnych funkeji. Ale wystepu-
ja, jak wiemy, pewne problemy z ich zbieznoécia. Nawet dla funkcji ciaglych
okresowych w [—m, 7] zbiezno$é w pewnych punktach moze nie zachodzié. Z te-
go powodu, pomiedzy funkcja a jej szeregiem Fouriera zamiast znaku réwnosci
wstawiany jest zazwyczaj symbol podobienstwa: ~, czyli

4 | :
(1) ft) ~ 5 +;(an cosnt + by, sinnt).

Jednym z najogélniejszych warunkéw gwarantujacych rownosé w powyzszym
wzorze s3 tzw. warunki Dirichleta.

Definicja. Méwimy, ze funkcja f : [a,b] — R jest przedzialami monotoniczna,
jesli jej dziedzine da sie podzieli¢ na skoficzona ilos§¢ mniejszych przedzialéw
tak, by na kazdym z nich f byta monotoniczna.

Mozna dosé tatwo zauwazy¢, ze taks funkcje da sie wyrazi¢ jako réznice dwu funk-
c¢ji niemalejacych (réznice funkcji monotonicznych -sa to tzw. funkcje o wahaniu
ograniczonym). Takie funkcje maja w kazdym punkcie granice: lewo- i prawostron-
ne, czyli moga mieé jedynie punkty niecigglosci typu ”skok”.

Definicja. Funkcja f spelnia warunki Dirichleta w przedziale [—m, 7], jesli
jest przedziatlami monotoniczna oraz w punktach skokowej nieciagloéci wartosc
f jest érednia arytmetyczna granic: lewo- i prawostronnych w tym punkcie.
Dodatkowo -na koncach przedziatu powinno by¢

1, .. .
fl=m) = f(m) = 5( lim f(¢)+ lim £(2)).
t——mt t—m
Ostatni warunek jest w pewnym sensie warunkiem poprzednim -jesli f traktujemy
jako funkcje okresowa (maja wtedy sens zaréwno granica lewostronna w —m, (réwna
granicy lewostronnej w 7) jak i prawostronna - w .

Twierdzenie. Funkcje spelniajace te warunki sa w kazdym punkcie réwne
sumom swoich szeregdéw Fouriera.

Warunki Dirichleta gwarantuja zbieznos¢ punktows szeregu, ale nie musi
ona by¢ jednostajna. Ta ostatnia zachodzi np. dla funkcji okresowych klasy
C', co mozna wykazaé sprawdzajac jednostajny warunek Cauchy’ego i wyko-
rzystujac w tym celu nieréwnosé Bessela -ale dla wspolczynnikéw f’. Konkret-
nie, otrzymamy wéwezas (dzieki catkowaniu przez czesci) rozwiniecie f/ poprzez
zrézniczkowany formalnie (czyli wyraz-po -wyrazie) szereg (1) otrzymujac

(2). () ~ Z nby, cos nt — na,, sinnt

n=1

Czesto mozna tez spotkaé zespolona postac szeregu Fouriera, ktorej zwiazek
z postacig (1) mozna przeliczyé¢ korzystajac ze wzoru Eulera: e™™? = cosne +
isinng. Sam szereg Fouriera w postaci zespolonej, to szereg

+o00 . )
Z f(n)emt7
n=oo
w ktérym dla n € Z wspédlezynniki dane sa wzorem
fon = 5 [ rweta
n) =g » e .

Zaleta rozwiniecia w zespolony szereg Fouriera jest po pierwsze -jednolito$c,
w szczegdlnosci jednakowa norma wszystkich funkcji z uktadu ortogonalnego



e Modut tych funkcji jest staty -réwny 1. Po drugie, funkcje z tego uktadu
sg kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego.
Na koniec, pare przyktadéw.

Przyktad Funkcja t? jest parzysta, spelnia warunki Dirichleta (a nawet ma
jednostajnie zbiezny szereg Fouriera). Zamiast symbolu ~ mozemy wiec pisaé
=. Poniewaz funkcja jest parzysta, wspélczynniki b, sa zerowe. Mamy teraz
ag =1 [T t?dt = 27 Dla n € N, calkujac przez czesci 2-krotnie, mamy

2 (7 2.1 1 ["

an, = 7/ t?cosntdt = ={—t* sinnt|§ — f/ 2tsinnt dt}.
™ 0 ™ n n 0

Pierwszy skladnik zeruje si¢ ( bo sin = 0 na obydwu koncach przedziatu), drugi

ponownie catkujemy przez czedci (za kazdym razem wykladnik potegi ¢ obniza

sie o jeden), w koncu otrzymujac

1 {t te ! tdt} 4 (—1)™ 1
an, = —{tcosnt|] — [ cosn = —cosmn = (—1)"—.

" 2 0 0 n? n?
Pamigtajac, ze wstawiamy %4, mamy wigc dla ¢t € [—, 7] réwnodci

2

0 -1 n—1
2 = %—42%608 nt.
n
n=1

Zwr6émy uwage, ze poza przedziatem [—m, 7] réwnosci juz nie ma, suma szeregu
Fouriera jest funkcja okresowa, jej wykresem jest ”szlaczek” z kawalkéw para-
boli przesunietych o 27. Podstawmy jeszcze t = 0. Ostatni szereg wystepujacy
we wzorze po prawej stronie jest wiec réwny ’{—;

W kolejnym przykltadzie mamy funkcje f(z) = § — 5 na przedziale
[0, 27], ktérej wykresem jest fragment prostej. Nie mozna tu méwié¢ o parzysto-
sci, badz nieparzystosci, bo dziedzina jest niesymetryczna wzgledem zera. Ale
mozemy ja przedtuzy¢ do okresowej na R i wtedy okaze sie, ze %w + f(x) jest
nieparzysta, réwna 3 (7 — x) na przedziale [0,7]. W punkcie 0 jest skok, wiec
aby uzyska¢ warunek Dirichleta, trzeba zamieni¢ warto$¢ w zerze dla iﬂ' + f
na 0 i zamiat réwnosci, uzyjemy znaku ~ we wzorze na rozwinigcie f. Stad
ap = —3%, an = 0 Vyen. Natomiast b, = % (tu wystarczy raz skorzystaé z

calkowania przez czesci) . Tak wiec,
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~ —% — Z — sinnx.
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Aby dostosowaé sie do warunku Dirichleta warto$¢ f(0) powinniSmy zmienié
na érednig arytmetyczng z granic 1-stronnych: f(0%) oraz f(2n~). Ta érednia

jest —7%. Poniewaz f(5) =0=—5 + > % sin %5°, za$ dla n parzystych mamy

sin(nZ) = 0, wiec otrzymujemy réwnosé
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Na koniec- jedna do$¢ wazna uwaga: jesli wartosci funkeji zmienimy w skon-
czonej ilosci punktoéw, to calki nie ulegna zmianie, wigc dostaniemy taki sam
szereg Fouriera. Dla funkcji przedzialami monotonicznej mozemy wiec wylicza-
jac wspélczynniki a,,b, z poczatku nie przejmowaé sie pozostalymi warun-
kami Dirichleta (na wartosci f w punktach skokéw), dopiero wyliczajac sume
szeregu Fouriera w danym punkkcie ¢y stwierdzi¢, ze jest ona $érednig z gra-
nic 1-stronnych w tym punkcie. Czasami mozemy rozwijana funkcje rozlozyé
na sume prostszych sktadnikéw i dla nich z osobna wylicza¢ wspétczynniki -
potem dopiero wyniki doda¢. Chodzi tu o liniowa zaleznos¢ od funkcji takich
funkcjonalow, jak caltka, czy tez przypisanie funkcji jej n-tego wspdlczynnika,
np. .



Zamiast okresu 27 -mozna oczywiscie rozwazaé szeregi Fouriera dla funkcji
o dowolnym okresie L. Wspdélczynniki sa liczone po odpowiedniej zamianie
zmiennych, twierdzenia o zbieznosci pozostaja takie same.

Oproécz ukladu trygonometrycznego rozwaza sie inne uktady ortogonalne
-jak np. funkcje Bessela, wielomiany Legendre’a i Hermite’a , Czebyszewa.
Funkcje sinnt, cosnt sa wektorami wlasnymi operatora rézniczkowego Lapla-
ce’a (druga pochodna) -a te inne uklady sa wektorami wlasnymi pewnych in-
nych operatoréow i maja bardzo konkretny sens fizyczny. Fourier uzywal swoich
szeregdw do badania rozchodzenia sie ciepla. Jako pierwszy -rozwiazal jeden z
probleméw termodynamiki podajac skuteczng metode rozdzielania zmiennych
w pewnych réwnaniach rézniczkowych czastkowych. Jego idee stanowily jeden
z punktéw zwrotnych w rozwoju matematyki. Teoria mnogosci, pojecie cal-
ki Riemanna, wiele innych teorii matematycznych powstato w celu wyjadnienia
probleméw, ktére zaczely sie pojawiaé przy badaniu szeregéw Fouriera. Powsta-
la cala galaz matematyki -zwana anlizg harmoniczna, badajaca te zagadnienia.
Polscy matematycy maja w niej do$¢ istotny udzial.
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