| v 204
Ekstrema lokalne funkcji /W V. 7

Czgsto stosuje sig operator pochodnej czastkowej nie bezposrednio do funkcji,
ale do jej pochodnej czastkowej. Bedziemy w zastosowaniach uzywali pochod-
nych rzedu nie wiekszego, niz 2, do nich tez ograniczymy wzér Taylora, beda-
cy gléwnym narzedziem przy badaniu warunkéw wystarczajacych da istnienia
ekstreméw. Na przyklad, dla funkeji dwu zmlemwch f(z,y) pochodna czast-
kowa z ;)Q- w punkcie (zo,yo) stosowana do daje pochodna drugiego rzedu:
% (@0, yo) (inny zapis: f2 {(xo, yo), lub mepreferowany przeze mnie: f,.. (%o, Yo).
Jest to druga pochodna w punkcie o funkeji zmiennej z oznaczmy ja np. G,
gdzie
G(z) = f(,10)-
Podobnie, dla
H(y) := f(z0,y)
maimy
d2 82 f
—H &
dy? (o) = dy 9( 0 Yo)-

Ale mozna tez rozwazaé tzw. pochodne mieszane, np. gdy najpierw liczymy
pochodng wzgledem z, potem wzgledem y. Kolejnoéé operacji rézniczkowania
zapisuje si¢ tak, jak w przypadku sktadania odwzorowan. We wspomnianym
przypadku
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——(®0,%) = —{=—f(zo, .
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Mozna mie¢ pewne zastrzezenia do precyzji ostatniego zapisu - bo w celu wyli-
czenia pochodnej ”zewnetrznej” nalezy te "wewnetrzna” wyliczyé w punktach
(wo,¥), gdzie y przebiega pewne otoczenie yo. Najlepiej zobaczmy to na paru
prostych przykladach.

Przyklad 1. Dla f(=z, y) = zy* + 32%y? mamy f. = y* + 6xy?, fy =
dzy® + 622y, wiee fr, = “L(dzy® + 62%y) = 4y° + 12zy. Natomiast L ==
—% y® + 6zy?) = 4y® + 12zy. Jak za chwile zobaczymy, to nie jest przypadek,
ze pochodne mieszane samréwne czyli operatory rézniczkowe % oraz 3—{; sa na
odpowiednich klasach funkcji przemienne. Jednak nastepny przykiad pokaze,
ze na ogodl weale tak nie musi by¢.

Przyklad 2,

Pochodne mieszane zaleza od kolejnosci rézniczkowan dla nastepujacej funk-
cji

2. .2 .
- Yo, 0 +y* > 0;
T,]) = T4ty 1
f@.y) { 0, dla x=y=0. (1)
Prosze sprawdzi¢, ze w punkcie P o wspélrzednych (0,0) mamy fJ J( )= ~1,

natomiast fzu( P)=1.

Pochodnych wyzszych rzedéw raczej nie bedziemy uzywali (maja one zna-
czenie przy przyblizaniu wartosci f przy uzyciu wzoru Taylora). Natomiast
pochodne czastkowe rzedu 2 liczy sie do$é czesto podczas badania ekstreméw
lokalnych, do czego zreszta za niedlugo przejdziemy. Najpierw poznamy warun-
ki gwarantujace réwnos¢ pochodnych mieszanych. Podat je Hermann Schwarz
(1843-1921), autor m. inn. nieréwnosci dla iloczynu skalarnego i ciekawych
twierdzen z analizy zespolonej. Zacznijmy od definicji macierzy drugiej réz-
niczki.




Definicja.

otoczeniu punktu P macierzy

Hessego H¢(FP) nazy ny macierz kwadratowa n X n postaci
o%f 0°f
o7 Sl e e gl
o°f
Hf(P) == d]‘z()Ll(P)
T (P) e oo 5EP)

Twierdzenie Schwarza o symetrii. Jedli drugie pochodne mieszane sg cia-
gle w danym punkcie P, to sa one réwne. Macierz Hessego jest wiec symetryczna
w Przypadku funkeji klasy C2, czyli takich, dla ktérych pochodne czastkowe
(71,_—()]}1: sg w tym punkcie ciagle.

Kazda macierz kwadratowa A wymiaru n x n definiuje forme kwadratowa

Q :R" >z — 2T Az, co w przypadku A = (a;k)j keq1,2,...,n} daje wzor Q(z) =
Z?:l Z;‘:1 kT Tk

Forme kwadratowg, okre$long przez macierz Hessego nazywamy druga réz-
niczks w danym punkcie i oznaczamy ja symbolem d% f. Jest to wigc wielomian
jednorodny zalezny od n zmiennych rzeczywistych ¢4, ..., %,, okreSlony wzorem

Z B (P)fytk

1 k=1

de(t17t2w~~ n =
J

n

W zapisie bezargumentowym pierwsza rézniczka miata postaé
dpf = Z (P) dz;,

gdzie dz; reprezentuje odwzorowanie liniowe ”rzut na j-tg os”,
(d,rj)(tl, 22, aa tn) = tj, d:cj :R™ — R.

Iloczyn pary takich odworowai, zapisywany jako dx;dzy nie jest juz odwzoro-
waniem liniowym, ale wielomianem jednorodnym stopnia 2 (czyli forma kwa-
dratowa), takie odwzorowania dz;dz) tworzg baze wektorows przestrzeni form
kwadratowych.

W pewnym sensie uzasadnieniem takiej, a nie innej definicji bedzie (sta-
nowiacy istote dowodu wzoru Taylora) nastepujacy fakt, ktéry nietrudno jest
sprawdzi¢ stosujac regule taficucha (i wzér na pochodna iloczynu dla funkcji 1
zmiennej).

Lemat. Dla funkeji f klasy C? w otoczeniu punktu Py = (g, o) i dla nieze-
rowego wektora A = (h, k) niech P; := Py + sA. Wéwczas druga pochodna w
punkcie s z funkcji ®(s) := f(Py+ sA) f(mo+ sh,yo + sk) dana jest wzorem

0" (5) = fup(Po)h? + 2fuy (Po) ki + o, (Po)k?.

Jest to wige warto$é drugiej rézniczki w punkcie Py na wektorze o wspolrzed-
nych (h, k).

Stosujac teraz wzér Taylora z reszta postaci Lagrange’a dla funkcji ® jednej
zmiennej i powyzszy lemat otrzymujemy nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie (Wzér Taylora). Dla funkeji klasy C? w otoczeniu odcinka o
kofcach Py, Py + A istnieje taki punkt posredni Py = Py+AA, gdzie 0 < A < 1,
ze

F(Po+8) = F(Po) +dr F(A) + 5, F(A).

Ten "wzér Taylora z druga rézniczka” -da nam warunek wystarczajacy na
istnienie ekstremum lokalnego w punkcie Fy
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otoczen

czyh gdy
Is>oVaern (0 < Al < 6) = F(Fo) > f(Po + A).

Minimum lokalne dla funkcji f odpowiada maksimum lokalnemu dla —f.
Aby podaé warunek konieczny na istnienie ekstremum lokalnego wystarczy za-
uwazyé, ze jesli U jest otoczeniem punktu P, to {s € R: P, € U} jest otocze-
niem zera, czyli zawiera jaki$ przedzial (—e¢, ¢). Ponadto jesli f ma ekstremum
lokalne w Py, to uzywana powyzej funkcja ®(s) := f(Ps) ma ekstremum lokalne
w zerze. Dzieki twierdzeniu Fermata -warunkiem koniecznym jest tu ®(0) = 0,
czyli z powyzszych razwazan, wszystkie pochodne kierunkowe f w punkcie eks-
tremum lokalnego musza by¢ zerowe. Biorac pochodne w kierunku wektoréw z
bazy kanoniczne]j (czyli w kierunku np, j- tej osi) otrzymamy nastepujacy

Warunek konieczny. Jedli funkcja f ma pochodne czastkowe w punkcie
Py, w ktérym osiaga ona ekstremum lokalne, to te pochodne czastkowe muszg
byc réowne zero. Innymi stowy, szukajac ekstreméw lokalnych wystarczy zbadaé
punkty, w ktérych gradient badanej funkcji jest wektorem zerowym.

Powstaje przy okazji pytanie, czy z istnienia minimum lokalnego wzdluz
kazdej prostej przechodzacej przez dany punkt wynika, ze jest tam minimum
lokalne? Dla minimu absolutnego (=warto$ci najmniejszej na calej dziedzinie
przecietej z prostymi) odpowied? by byla pozytywna. Ale nie dla ekstreméw
lokalnych -warunku wystarczajacego dla 1 zmiennej nie mozemy wiec tg metods,
przenieé¢ na sytuacje wielowymiarowa. Oto przyklad:

Przyktad 1. Niechn = 2, P, = (0,0), f(:z: y) = (22 —y)(42%~y). Na prostych o
réwnaniu y = qzr mamy f(:z: az) = 4z*—5ax® +azx? = 2%(2? - baz+a?) i przy
x — 0 granica wyrazenia w nawiasie jest dodatnia, wigc w pewnym (o rozmiarze
zaleznym od «) sasiedztwie zera jest f(z,azx) > 0, jest wiec minimum lokalne
7w kierunku wektora (1, «)”. Pozostaje jeszcze prosta pionowa o réwnaniu o =
0, tam f(0,y) = y? tez ma minimum w zerze. Ale w kazdym otoczeniu zera
w R? sa punkty, w ktérych f jest ujemna -to punkty z obszaru nad parabols
y = z* a ponizej y = 422, czyli zbiér {(z,y) : 2% < y < 422}, wiec ta funkcja f
nie ma, ekstremum lokalnego w zerze.

Aby podaé warunek wystarczajacy musimy wiec odwolaé sie do metod wie-
lowymiarowych (choé wzér Taylora, z ktérego skorzystamy byt uzyskany ”me-
toda 1-wymiarowa’ -brania wartoéci f w punktach Pj, czyli wzdluz prostej).

Twierdzenie (Warunek wystarczajacy). Zalézmy, f : D C R® — R jest
klasy C? w pewnym otoczeniu punktu Py € D. Wowezas f ma ekstremum
lokalne w punkcie Fy jesli zachodzi koniunkcja obydwu warunkéw:

1. W punkcie Py gradient f jest zerowy

2. Macierz Hessego Hp, f pomnozona przez jedna z wartosci C' € {-1,1}
jest dodatnio okreslona.

Przy tym, dla C = 1, czyli gdy Hp,f >> 0 -funkcja f ma $cisle minimum
lokalne w Py, za$ gdy (—Hp,)f >> 0, to jest tam $cisle maksimum lokalne.



10.1 Przyklad ekstreméw

Szukamy ekstreméw lokalnych funkeji okreslonej dla (z,y,z) takich, ze z >
0,y >0,2>0

2 2
. Y z 2
flzyy,z) =+ o + J + ~
Najpierw pochodne czastkowe 1. rzedu:
f/:].— y2 f/:2—yA£ f’:2_zM3
m 2z)2" 7Y Az Y2 Py 2%

Przyréwnujac gradient do zera widzimy, ze y = 2z, z = y, 2z = 1, wiec jedynym
punktem z tak okreslonej dziedziny, w ktérym moze zaistnie¢ ekstremum lokal-
ne jest punkt stacjonarny Py = (% 1,1). Aby zbadaé¢ warunek wystarczajacy,
liczymy wspolezynniki macierzy Hessego.

292 2

faz = Z;g,f”yy == Z;E“’-

222 2 4
s e =+,
yd f z y 22 ’

- 2z ., " Yy
f g _Ea]‘ iz = Oaf”:):y = _’2*5:57
reszte uzyskujemy dzieki symetrii (bo nawet f € C°°. Macierz Hessego w punk-
cie stacjonarym, to

4 =2 0
H=| =2 3 -2
' 0 -2 6

Wszystkie minory katowe gléwne sg tu dodatnie: mq (H) = 4, my(H) = 8,m3 =
6-8—2-8>0. W punkcie Py mamy wiec minimum lokalne.



