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Przestrzenia probabilistyczng nazywamy trdjke (2, F, P), gdzie:
@ Q to przestrzen zdarzen elementarnych,

® F to rodzina zdarzen, czyli podzbioréw €2, taka ze:

0 F#0,
@ JedliAc F,to A € F,
@ Jesli Aje F,dlai=1,2,..., to U2, A € F.
© P to rozktad prawdopodobienstwa, czyli funkcja P: F — R,
taka ze:
O VAec F: P(A) € [0;1],
0 P =1,
@ Jesli A;e Fdlai=1,2,... oraz AiNA;j=0dlai#}j, to

P (D A,-) = i P(A)).



Uwagi do rodziny zdarzeh F

Rodzine zbioréw spetniajaca podane warunki nazywamy o-ciatem.



Uwagi do rodziny zdarzeh F

Rodzine zbioréw spetniajaca podane warunki nazywamy o-ciatem.

Jesli Q jest zbiorem skonczonym, to najczesciej jako F przyjmujemy
2%,



Uwagi do rodziny zdarzen F

Rodzine zbioréw spetniajaca podane warunki nazywamy o-ciatem.
Jesli Q jest zbiorem skonczonym, to najczesciej jako F przyjmujemy
2%,

Jesli zdarzenia elementarne s3 liczbami rzeczywistymi, to F najcze-
Sciej nie jest zbiorem wszystkich podzbioréw R.



Uwagi do rodziny zdarzeh F

Rodzine zbioréw spetniajaca podane warunki nazywamy o-ciatem.
Jesli Q jest zbiorem skonczonym, to najczesciej jako F przyjmujemy
2%,

Jesli zdarzenia elementarne s3 liczbami rzeczywistymi, to F najcze-

Sciej nie jest zbiorem wszystkich podzbioréw R.

Najmniejsze w sensie inkluzji o-ciato zawierajace zbiory otwarte na
R nazywamy o-ciatem zbioréw borelowskich.
Oznaczenie: B
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Rozktadem prawdopodobienstwa zmiennej losowej nazywamy funk-
cje Px: B — R zdefiniowana nastepujaco

Px(A) = P({w € Q: X(w) € A}) = P(X € A).

Przyktad

Rozktad

Niech X: Q — R, przy czym X moze przyjmowaé jedynie wartosci
ze zbioru {0,1,2,...}.

Px(X = k) = €2, gdzie A > 0

Oznaczenie: X ~ P(\)
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Definicja
Funkcje F: R — R zdefiniowana przez F(x) = Px((—o0;x]) =
P({w € Q: X(w) < x}) nazywamy dystrybuanta rozktadu zmiennej
losowej X.

Definicja
Méwimy, ze zmienna losowa X o dystrybuancie F jest typu ciagtego,

jesli istnieje taka funkcja dodatnia f, ze dla kazdego x € R zachodzi
F(x) = [~ f(t)dt.

Funkcje f nazywamy gestoscia rozktadu prawdopodobienstwa zmien-
nej losowej X.



Przyktad

Zmienna losowa o rozktadzie o parametrze A\ zadana
przez gestos$¢ rozktadu:

0 ,x <0 0 ,x<0
f(X):{)\e_AX x>0 F(X):{l—e_”‘ x>0

Oznaczenie: X ~ exp(\)



Parametry rozktadu



Definicja
Wartoscia oczekiwang zmiennej losowej X nazywamy liczbe okre-
$lona:



Definicja
Wartoscia oczekiwang zmiennej losowej X nazywamy liczbe okre-
$lona:

0 E(X) = 3 xep(x0)
k=0

gdzie X jest dyskretng zmienng losowa, p(xx) = Px(X = k)
oraz Y y—o p(xk) =1, o ile szereg > %2 |xk|p(xk) jest zbiezny.



Definicja
Wartoscia oczekiwang zmiennej losowej X nazywamy liczbe okre-

$lona:

e}
0 B(X) = 3 xep(x).
k=0
gdzie X jest dyskretng zmienng losowa, p(xx) = Px(X = k)
oraz Y y—o p(xk) =1, o ile szereg > %2 |xk|p(xk) jest zbiezny.
0 E(X) = / xF(x)dx,
R

gdzie X jest zmienng losowa typu ciggtego o gestosci f, o ile
catka [ |x|f(x)dx jest zbiezna.



Definicja
Wartoscia oczekiwang zmiennej losowej X nazywamy liczbe okre-
$lona:

o0
0 E(X) = 3 xp(x)
k=0
gdzie X jest dyskretng zmienng losowa, p(xx) = Px(X = k)
oraz Y y—o p(xk) =1, o ile szereg > %2 |xk|p(xk) jest zbiezny.
0 E(X) = / xF(x)dx,
R
gdzie X jest zmienna losowa typu ciagtego o gestosci f, o ile
catka [ |x|f(x)dx jest zbiezna.

Uwaga: Dla dowolnych zmiennych losowych X oraz Y, a takze do-
wolnych a, b € R zachodzi

E(aX + bY) = aB(X) + bE(Y)



Definicja

Wariancja zmiennej losowej X nazywamy liczbe

Var(X) = E((X _ E(X))2) — B(X?) — F(X).



Definicja

Wariancja zmiennej losowej X nazywamy liczbe

Var(X) = E((X _ E(X))2> — B(X2) - E2(X).

Przyktad
Zmienna losowa o rozktadzie o gestosci rozktadu:
1 —(x—m)2
f(x) = e 202
2o

gdzie 0 > 0, m € R oraz E(X) = m, Var(X) = o2

Oznaczenie: X ~ N(m, 0?)
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Wariancja zmiennej losowej X nazywamy liczbe

Var(X) = E((X _ E(X))2> — B(X?) — B3(X).

Definicja

Kowariancja zmiennych losowych X oraz Y nazywamy liczbe

cov(X, Y) = E((X—E(X)) (Y—E(Y))) — B(XY)—E(X)E(Y).
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Zmienne losowe Xi, X3, ..., X,, okreSlone na tej samej przestrzeni

probabilistycznej, nazywamy niezaleznymi, jesli dla dowolnych zbio-
réw borelowskich A1, Ay, ..., Ay, zdarzenia Z; = {w: Xj(w) € A}

spetniaja relacje
P (ﬂ z,-) =[] P(z).
i=1 i=1

Zmienne losowe Xi, X5,... nazywamy niezaleznymi, jeéli dla kaz-
dego n zmienne losowe X7, X3, ..., X, sa niezalezne.

Uwaga: Jesli zmienne losowe s3 niezalezne, to E(XY) = E(X)E(Y).
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Definicja
Procesem stochastycznym nazywamy funkcje X: T x Q — R, gdzie

T C R, taka ze dla kazdego ustalonego t € T funkcja X, traktowana
jako funkcja argumentu w, jest zmienna losowa.

Oznaczenie: X(t,w) = X¢(w).
Definicja

Dla ustalonego w € Q funkcje x: T — R, taka ze x(t) = X(t,w)
nazywamy trajektorig procesu stochastycznego.



Przyktad

Niech A i B beda niezaleznymi zmiennymi o rozktadzie:
A~ N(mA,O'E\), B ~ N(mB, U%)

Punkt materialny w chwili t = 0 znajduje sie w potozeniu B na
osi x, a nastepnie porusza sie po tej osi z predkoscia A. Potozenie
punktu na osi x w chwili t opisuje funkcja:

X(t,w) = tA(w) + B(w)
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Definicja

Proces stochastyczny nazywamy procesem stochastycznym o przy-
rostach niezaleznych, jedli dla dowolnego n € N, dowolnych ty <
t; < ... < t, zmienne losowe X, Xt — Xy, .., Xe, — Xt,_, S3
niezalezne.

Przyktad

® Proces Poissona
proces o przyrostach niezaleznych, T = [0; o0),
Vi1 < tr: th = th ~ P()\(tz = tl)), Xo=0
® Proces Wienera
proces o przyrostach niezaleznych, T = [0; 00),
Vty < to: Wy, — Wy, ~ N(0, t2 — t1), Wo = 0, trajektorie
procesu s3 ciagte
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Definicja
Proces stochastyczny X: T x Q — R nazywamy stacjonarnym (w
szerszym sensie), jesli:

® E(X;) = const. Vt € T,

@ cov(Xe, Xs) = f(t—s), Vt > s,

® E(X?) < oo, VteT.

Przyktad

@ Proces Poissona

® Proces Wienera



Model AR (autoregresyjny) AR(p), T € N

p
Xo=0,X; = Z QiXe—i + €,
i=1

gdzie ¢; ~ N(0,0?) i zmienne losowe ¢; s3 niezalezne

Dla p=1 mamy Xg =0, X; = o1 Xt—1 + €.
Jest to proces stacjonarny:

® E(X;)=0,VteT,

® cov(Xe, Xs) = ¢} * - 155 Vi 2 s,

® E(X?) < oo, Vte T.




