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Definicja

Droga w grafie G = (V, E) nazywamy ciag

VOELV1EQVD ... V164V, gdzie vi_ivi = ¢ € E dla kaidego
i€{1,2,..., k}.

Jest to ciag naprzemienny wierzchotkéw i krawedzi, taki ze dwa
kolejne wierzchotki s3 oddzielone krawedzia, ktéra tworza w grafie.



Definicja

Droga w grafie G = (V, E) nazywamy ciag

VOELV1EQVD ... V164V, gdzie vi_ivi = ¢ € E dla kaidego
i€{1,2,..., k}.

Jest to ciag naprzemienny wierzchotkéw i krawedzi, taki ze dwa
kolejne wierzchotki s3 oddzielone krawedzia, ktéra tworza w grafie.

W skrécie zapisujemy vovivs ... vg.



Definicja

Droga w grafie G = (V, E) nazywamy ciag

VOELV1EQVD ... V164V, gdzie vi_ivi = ¢ € E dla kaidego
i€{1,2,..., k}.

Jest to ciag naprzemienny wierzchotkéw i krawedzi, taki ze dwa
kolejne wierzchotki s3 oddzielone krawedzia, ktéra tworza w grafie.

W skrécie zapisujemy vovivs ... vg.

Liczbe krawedzi drogi, czyli liczbe k, nazywamy dtugoscia drogi.



Definicja

Droga w grafie G = (V, E) nazywamy ciag

VOELV1EQVD ... V164V, gdzie vi_ivi = ¢ € E dla kaidego
i€{1,2,..., k}.

Jest to ciag naprzemienny wierzchotkéw i krawedzi, taki ze dwa
kolejne wierzchotki s3 oddzielone krawedzia, ktéra tworza w grafie.

W skrécie zapisujemy vovivs ... vg.
Liczbe krawedzi drogi, czyli liczbe k, nazywamy dtugoscia drogi.

o Jedli vo = vk, to droge nazywamy zamknieta.



Definicja

Droga w grafie G = (V, E) nazywamy ciag

VOELV1EQVD ... V164V, gdzie vi_ivi = ¢ € E dla kaidego
i€{1,2,..., k}.

Jest to ciag naprzemienny wierzchotkéw i krawedzi, taki ze dwa
kolejne wierzchotki s3 oddzielone krawedzia, ktéra tworza w grafie.

W skrécie zapisujemy vovivs ... vg.
Liczbe krawedzi drogi, czyli liczbe k, nazywamy dtugoscia drogi.

o Jedli vo = vk, to droge nazywamy zamknieta.

® Jedli v; # vj, Vi # j, to droge nazywamy Sciezka.



Definicja

Droga w grafie G = (V, E) nazywamy ciag

VOELV1EQVD ... V164V, gdzie vi_ivi = ¢ € E dla kaidego
i€{1,2,..., k}.

Jest to ciag naprzemienny wierzchotkéw i krawedzi, taki ze dwa
kolejne wierzchotki s3 oddzielone krawedzia, ktéra tworza w grafie.

W skrécie zapisujemy vovivs ... vg.

Liczbe krawedzi drogi, czyli liczbe k, nazywamy dtugoscia drogi.
o Jedli vo = vk, to droge nazywamy zamknieta.
® Jedli v; # vj, Vi # j, to droge nazywamy Sciezka.

® Jedli w drodze zamknietej (vo = vi) vi # v;,
i,j€{1,2,...,k}, to droge nazywamy cyklem.



Przyktad
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Przyktad

2e44e35e22653 - droga

2erdeg3e52exbe3de 2 - droga  za-
mknieta

lej2e53ep4 - Sciezka

2er5e3de53e52 - cykl

graf G

Jedli w grafie G istnieje droga/$ciezka vovy . .. vk, to vp oraz vy nazy-
wamy koricami tej drogi/$ciezki. Méwimy réwniez, ze ta droga/$ciezka
taczy wierzchotki vy oraz v.
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Definicja
Maksymalny (w sensie inkluzji) spéjny podgraf grafu G nazywamy
sktadowa grafu G.

Przyktad

Dwie sktadowe:
wierzchotek 2;
podgraf indukowany
(grafu G) przez zbiér
wierzchotkéw
{1,3,4,5}

graf G NIE jest
spéjny

graf G jest spdjny
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Definicja
Wierzchotkiem rozspajajagcym w grafie spdjnym G nazywamy
wierzchotek, po usunieciu ktérego graf przestaje by¢ spdjny.
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Definicja
Droge zamknieta, w ktérej kazda krawedz grafu G wystepuje

doktadnie raz nazywamy obchodem Eulera (potocznie zwanym
cyklem Eulera).

Graf, w ktoérym istnieje obchéd Eulera nazywamy eulerowskim.
Definicja

Cykl zawierajacy kazdy wierzchotek grafu G nazywamy cyklem
Hamiltona.

Graf, w ktérym istnieje cykl Hamiltona nazywamy hamiltonowskim.



Przyktad

graf eulerowski graf hamiltonowski

Numeracja wskazuje kolejnoé¢ krawedzi/wierzchotkéw na drodze
zamknietej.



Warunki konieczne hamiltonowskosci

Twierdzenie

Jesli graf jest hamiltonowski, to nie istnieje w nim wierzchotek
rozspajajacy.



Warunki konieczne hamiltonowskosci

Twierdzenie

Jesli graf jest hamiltonowski, to nie istnieje w nim wierzchotek
rozspajajacy.

Uwaga! Stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.



Warunki konieczne hamiltonowskosci

Twierdzenie

Jesli graf jest hamiltonowski, to nie istnieje w nim wierzchotek
rozspajajacy.

Uwaga! Stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

Twierdzenie

Jesli graf G jest hamiltonowski, S C V(G), to graf powstaty po
usunieciu zbioru S z grafu G ma co najwyzej |S| skfadowych.



Warunki konieczne hamiltonowskosci

Twierdzenie

Jesli graf jest hamiltonowski, to nie istnieje w nim wierzchotek
rozspajajacy.

Uwaga! Stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

Twierdzenie

Jesli graf G jest hamiltonowski, S C V(G), to graf powstaty po
usunieciu zbioru S z grafu G ma co najwyzej |S| skfadowych.

Uwaga! Stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.



Warunki wystarczajace hamiltonowskosci

Twierdzenie

Niech G = (V, E) bedzie grafem prostym rzedu n. Jesli
u,ve Viuv ¢ E, d(u)+d(v) > noraz G+ uv jest
hamiltonowski, to G jest hamiltonowski.



Warunki wystarczajace hamiltonowskosci

Twierdzenie

Niech G = (V, E) bedzie grafem prostym rzedu n. Jesli
u,veViuv ¢ E, d(u)+d(v) > noraz G+ uv jest
hamiltonowski, to G jest hamiltonowski.

Definicja

k-tym domknieciem Bondy'ego-Chvatala grafu G nazywamy graf
powstaty z G poprzez iteracyjne dodawanie krawedzi miedzy
niepotaczonymi wierzchotkami, ktérych suma stopni wynosi co
najmniej k.

Oznaczenie: clk(G)



Warunki wystarczajace hamiltonowskosci

Twierdzenie

Niech G = (V, E) bedzie grafem prostym rzedu n. Jesli
u,ve Viuv ¢ E, d(u)+d(v) > noraz G+ uv jest
hamiltonowski, to G jest hamiltonowski.

Twierdzenie

Jesli G jest gratem rzedu n oraz cl,(G) jest hamiltonowski
(w szczegdlnosci cl,(G) = Kp,), to G jest hamiltonowski.
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Jesli G jest grafem rzedu n oraz 6(G) > 7, to G jest hamiltonowski
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Warunki wystarczajace hamiltonowskosci

Zatozenia tych twierdzeh nazywamy warunkami Orego i Diracka.

Niech G = (V, E) bedzie grafem rzedu n. Méwimy, ze G spetnia:

warunek Orego, jesli: Vu,v € V:uv ¢ E = d(u)+d(v) >n
warunek Diracka, jesli: §(G) > 3

Kazdy graf, ktory spetnia warunek Diracka spetnia réwniez warunek
Orego.

Nie jest prawda, ze kazdy graf, ktory spetnia warunek Orego spetnia
réwniez warunek Diracka.
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Definicja
Graf spéjny bez cykli nazywamy drzewem.

Graf, ktorego sktadowe sg drzewami nazywamy lasem.

Twierdzenie

Niech T bedzie grafem rzedu n. Nastepujace warunki sa
réwnowazne:

® T jest drzewem,

® dowolne dwa wierzchotki T taczy doktadnie jedna Sciezka,

© T jest spojny i usuniecie dowolnej krawedzi powoduje
rozspéjnienie T,

® T jest spojny i ma n — 1 krawedzi.

Oznacza to, ze dowolny z powyzszych warunkéw moze zostaé uzyty
jako definicja drzewa.
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Twierdzenie

Kazde drzewo rzedu co najmniej dwa ma co najmniej jeden lisC.

Dowdd.

Zatézmy dla dowodu nie wprost, ze w drzewie T nie ma lisci.
Poniewaz jest to graf spdjny, to kazdy wierzchotek musi mie¢
stopien co najmniej 2.

Vv e V(T) d(v) > 2

Z poprzedniego twierdzenia wiemy, ze jesli T jest drzewem rzedu
n, to ma rozmiar réwny n — 1.
Skorzystamy z lematu o usciskach dfoni.
2(n—1)= > d(v)=2-n
veV(T)
2n — 2 > 2n - sprzeczno$c!

]
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Definicja
Drzewem ukorzenionym nazywamy drzewo z wyréznionym jednym
(dowolnym) wierzchotkiem. Wierzchotek ten nazywamy korzeniem.

Definicja
Drzewem binarnym nazywamy drzewo ukorzenione, ktérego korzen
ma stopien 0 lub 2, a kazdy inny wierzchotek ma stopien 1 lub 3.

Definicja
W drzewie ukorzenionym o korzeniu u:
® ojcem wierzchotka v nazywamy wierzchotek bezposrednio
przed v na Sciezce taczacej u z v,
® synem wierzchotka v nazywamy kazdy wierzchotek w, taki ze
v jest bezposrednio przed w na Sciezce taczacej u z w.



Przyktad

drzewo ukorzenione; korzen u drzewo binarne
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Definicja
Drzewem rozpinajacym grafu G = (V/, E) nazywamy dowolny jego
podgraf T = (V, F), ktéry jest drzewem.

Jesli graf ma drzewo rozpinajace, to jest spdjny. Stwierdzenie od-
wrotne réwniez jest prawdziwe. W kazdym grafie spdjnym istnieje
drzewo rozpinajace.

Drzewo rozpinajace grafu G ma rzad |G| i rozmiar |G| — 1.
W jaki sposéb sprawdzi¢ czy graf jest spdjny? Jak znalez¢ jego
drzewo rozpinajace?

Opiszemy dwa algorytmy pozwalajace przeszukaé wszystkie wierz-
chotki grafu i znalez¢ drzewo rozpinajace.



DFES - przeszukiwanie w gtab

Dany graf G = (V, E).
dla kazdego wierzchotka v € V ustaw odwiedzony|[v]=0;

DFS(v) {
odwiedzony[v]=1;
dla kazdego u € V sasiada v
Jjesli odwiedzony[u]=0 {
dodaj vu do drzewa T;
wykonaj DFS(u);
}
}

Wywotanie procedury odbywa sie na dowolnym wierzchotku grafu.



Jesdli po zakonczeniu dziatania programu wszystkie wierzchotki sa
odwiedzone, to graf jest spéjny oraz otrzymane drzewo T jest drze-
wem rozpinajacym grafu G.

Jedli istnieje wierzchotek, ktéry nie zostat odwiedzony, to mozemy
wykona¢ na nim kolejny DFS (itd.), aby znalez¢ las spinajacy grafu
G. Wtedy graf G jest niespdjny.



BFS - przeszukiwanie wszerz
dla kazdego wierzchotka v € V ustaw odwiedzony|[v]=0;

BFS(v) {
kolejka jest pusta;
odwiedzony[v]=1;
wstaw v do kolejki;
dopdki kolejka nie jest pusta {
pobierz w z kolejki;
dla kazdego u € V sasiada w {
Jjesli odwiedzony[u]=0 {
odwiedzony[u]=1,;
dodaj vu do drzewa T;
wstaw u do kolejki;

}
}
}



Przyktad

1

3

4 4 4

Graf G wraz z drzewem rozpinajagcym znalezionym metoda
przeszukiwania w gtab i wszerz.



Kod Prifera

Kod Priifera pozwala zakodowa¢ dowolne drzewo etykietowane rzedu
n w postaci ciggu dtugosci n — 2.

Algorytm kodujacy
Dane: drzewo T o zbiorze wierzchotkéw {1,2,...,n}
Szukane: ciag (p1, P2, - - - Pny)
dlaiod1don—2{
wybierz v; - li$¢ o najmniejszym indeksie;
wpisz p; jako sasiada wybranego v;;
usun v; z drzewa T;

}



Kod Prifera

Algorytm dekodujacy
Dane: ciag P = (p1,p2,-- -, Pny)
Szukane: drzewo T o zbiorze wierzchotkéw {1,2,...,n}
Utwoérz liste L = (1,2,...,n) i las o wierzchotkach izolowanych
indeksowanych z listy L
dlaiodldon—2{
wybierz v; - najmniejsza liczbe z L, ktéra nie wystepuje w P;
do drzewa T dodaj krawedz v;p;;
usun v; z listy L oraz p; z ciagu P;
¥
Na liscie L zostaty dwa wierzchotki {a, b}. Do drzewa T dodaj kra-
wedz ab.



