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Arytmetyka modularna

Twierdzenie (Dzielenie z reszt3)

Niech a,b € Z, b > 0, wtedy dlr,q € Z: a = q - b + r, gdzie
0<r<b.



Arytmetyka modularna

Twierdzenie (Dzielenie z reszt3)

Niech a,b € Z, b > 0, wtedy dlr,q € Z: a = q - b + r, gdzie
0<r<b.

Przyktad

®a=11,b=3:11=3-3+2



Arytmetyka modularna

Twierdzenie (Dzielenie z reszt3)

Niech a,b € Z, b > 0, wtedy dlr,q € Z: a = q - b + r, gdzie
0<r<b.

Przyktad

®a=11,b=3:11=3-3+2
®a=-11,b=3: —11=—-4-3+1



Arytmetyka modularna

Twierdzenie (Dzielenie z reszt3)

Niech a,b € Z, b > 0, wtedy dlr,q € Z: a = q - b + r, gdzie
0<r<b.

Przyktad

®a=11,b=3:11=3-3+2
@®@a=-11,b=3: —11=—-4-3+1
©a=-27,b=4: —27T=—-7-4+2



Arytmetyka modularna

Twierdzenie (Dzielenie z reszt3)

Niech a,b € Z, b > 0, wtedy dlr,q € Z: a = q - b + r, gdzie
0<r<b.

Przyktad

®a=11,b=3:11=3-3+2
®a=-11,b=3: —11=-4-3+1
©a=-27.b=4: —27T=—-7-4+2
O a=18b=7,a=-103,b=20



Definicja (Relacja podzielnosci)

Niech a, b € Z, b > 0. Zapisujemy
blasJkeZ:a=k-b

Czytamy: "b dzieli a”



Definicja (Relacja podzielnosci)

Niech a, b € Z, b > 0. Zapisujemy
blae3dkeZ:a=k-b

Czytamy: "b dzieli a”

Definicja (Przystawanie liczb modulo)

Niech a, b € Z oraz n € N.. Méwimy, ze a przystaje do b modulo
m, gdy
m|b— a

Zapis: mlb—a< a=, b< a= b(mod m)



Definicja (Relacja podzielno$ci)

Niech a, b € Z, b > 0. Zapisujemy
blae3dkeZ:a=k-b

Czytamy: "b dzieli a”

Definicja (Przystawanie liczb modulo)

Niech a, b € Z oraz n € N.. Méwimy, ze a przystaje do b modulo
m, gdy

m|b— a
Zapis: mlb—a< a=, b< a= b(mod m)
Obserwacja: a = b(mod m) < a oraz b maja te samg reszte z
dzielenia przez m



Twierdzenie

Niech a,b,c,d € Z, me N, ne N

Jesli a = b(mod m) oraz ¢ = d(mod m), to
® a+c= b+ d(mod m),
® a-c=b-d(mod m),
® a" = b"(mod m).



Twierdzenie

Niech a,b,c,d € Z, me N, ne N

Jesli a = b(mod m) oraz ¢ = d(mod m), to
® a+c= b+ d(mod m),
® a-c=b-d(mod m),
® a" = b"(mod m).

Przyktad

13 = 5(mod 8), 2 = 18(mod 8)
13+ 2 =5+ 18(mod 8) = 7(mod 8),
13-2=5-18(mod 8) = 2(mod 8)



Definicja
Niech a,b € N. Liczbe d € N nazywamy najwiekszym wspdlnym
dzielnikiem liczb a oraz b, jesli:
@ d|aoraz d|b,
® Vc e N: [(claAc|b) = c|d].
Oznaczenie: NWD(a, b)



Definicja
Niech a,b € N. Liczbe d € N nazywamy najwiekszym wspdlnym
dzielnikiem liczb a oraz b, jesli:
@ d|aoraz d|b,
® Vc e N: [(claAc|b) = c|d].
Oznaczenie: NWD(a, b)

Definicja

Mowimy, ze liczby a i b sg wzglednie pierwsze, jesli NWD(a, b) = 1.
Oznaczenie: a L b



Algorytm Euklidesa

a,beNy,a>b
Tworzymy rekurencyjnie ciag reszt (ry):
rn=a, rn=>b, 1= qg-rn+ re1.



Algorytm Euklidesa

a,beNi, a>b
Tworzymy rekurencyjnie ciag reszt (ry):
ro=a, rn=>b, r1=qi-rc+ rcs1.

Ostatnia niezerowa reszta jest réwna NWD(a, b).



Algorytm Euklidesa

a,beNi, a>b
Tworzymy rekurencyjnie ciag reszt (ry):
ro=a, rn=>b, r1=qi-rc+ rcs1.

Ostatnia niezerowa reszta jest réwna NWD(a, b).
Przyktad
NWD(121, 114):



Twierdzenie
Niech a,b € N, a®> + b*> > 0, wtedy

NWD(a,b) =min{c >0: c=a-a+ - b,a,p € Z}



Twierdzenie
Niech a,b € N, a®> + b*> > 0, wtedy

NWD(a,b) =min{c >0: c=a-a+ - b,a,p € Z}

Przyktad
Znajdz a, B, takie ze NWD(121,114) = o - 121 + 3 - 114:



Definicja
Strukture algebraiczng (X, o) nazywamy grupa, jesli spetnione sa
warunki:
© dziatanie o jest wewnetrzne, tj. Vx,y € X xoy € X,
@ dziatanie o jest taczne, tj. Vx,y,z € X (xoy)oz = xo(yoz),
® dziatanie o ma element neutralny e € X, tj.
dee XVxe X xoe=eox = x,
© dla kazdego elementu x € X istnieje element symetryczny, tj.
VxeXdyeX: xoy=yox=e.
Jesli dodatkowo dziatanie o jest przemienne, tj. Vx,y € X xoy =
y o x, to grupe nazywamy przemienng lub abelowa.



Definicja
Strukture algebraiczng (X, o) nazywamy grupa, jesli spetnione sa
warunki:

© dziatanie o jest wewnetrzne, tj. Vx,y € X xoy € X,

@ dziatanie o jest taczne, tj. Vx,y,z € X (xoy)oz = xo(yoz),

® dziatanie o ma element neutralny e € X, tj.
dee XVxe X xoe=eox = x,

© dla kazdego elementu x € X istnieje element symetryczny, tj.
VxeXdyeX: xoy=yox=e.
Jesli dodatkowo dziatanie o jest przemienne, tj. Vx,y € X xoy =
y o x, to grupe nazywamy przemienng lub abelowa.

Stosuje sie dwa rodzaje notacji:
® addytywna; o — +
el. symetryczny nazywamy przeciwnym i oznaczamy —x,
® multiplikatywnga: o — -
el. symetryczny nazywamy odwrotnym i oznaczamy x 1.



Przyktad

(N, +) - zb. liczb naturalnych z dodawaniem, czy spetnia warunki?

©® suma dwdch liczb naturalnych jest liczba naturalng; +
wewnetrzne v/,

@ kolejnoé¢ dodawania liczb x + y + z nie ma znaczenia; +
taczne v,

® dla dowolnej liczby naturalnej n mamy n+0=0+ n = n;
istnieje el. neutralny e =0 v/,

© dla dowolnej liczny naturalnej n, jej elementem symetrycznym
(przeciwnym) jest —n ALE! —n nie jest liczba naturalna; el.
symetryczny X.

(N, +) nie jest grupa



Przyktad

® (Z, +) - zb. liczb catkowitych z dodawaniem jest grupa, bo:

@ suma dwdch liczb catkowitych jest liczba catkowita; +
wewnetrzne v/,

@® kolejnos¢ dodawania liczb x + y + z nie ma znaczenia; +
taczne v/,

© e = 0; istnieje el. neutralny v/,

@ dla dowolnej liczny catkowitej n, jej elementem symetrycznym
(przeciwnym) jest —n. Licba —n jest liczba catkowita .

Dodatkowo dodawanie jest przemienne, wiec (Z, +) - grupa
abelowa.



Przyktad

® (Z, +) - zb. liczb catkowitych z dodawaniem jest grupa, bo:

@ suma dwdch liczb catkowitych jest liczba catkowita; +
wewnetrzne v/,

@® kolejnos¢ dodawania liczb x + y + z nie ma znaczenia; +
taczne v/,

© e = 0; istnieje el. neutralny v/,

@ dla dowolnej liczny catkowitej n, jej elementem symetrycznym
(przeciwnym) jest —n. Licba —n jest liczba catkowita .

Dodatkowo dodawanie jest przemienne, wiec (Z, +) - grupa
abelowa.

® (Z,—) - nie jest grupa; — nie jest taczne.
Np. 3—(~1))—2=4-2=23—(-1-2)=3—(-3)=6



Przyktad

® (Z, +) - zb. liczb catkowitych z dodawaniem jest grupa, bo:
@ suma dwdch liczb catkowitych jest liczba catkowita; +
wewnetrzne v/,
@® kolejnos¢ dodawania liczb x + y + z nie ma znaczenia; +
taczne v/,
© e = 0; istnieje el. neutralny v/,
@ dla dowolnej liczny catkowitej n, jej elementem symetrycznym
(przeciwnym) jest —n. Licba —n jest liczba catkowita .
Dodatkowo dodawanie jest przemienne, wiec (Z, +) - grupa
abelowa.

® (Z,—) - nie jest grupa; — nie jest taczne.
Np. (3—(-1))—-2=4-2=23—(-1-2)=3—(-3)=6

* (Q\ {0},-) - grupa abelowa



Zbidr wszystkich mozliwych reszt z dzielenia przez n oznaczamy Z,,
czyli
Z,=1{0,1,...,n—1}

Okreélamy dziatanie "dodawanie modulo n” 4, : Zp X Zpn — Zn
nastepujaco:

Va,beZ, a+,b=k < a+b=,kNkeEZ,

Czytaj: Wynikiem dziatania dodawanie modulo n jest reszta z dzie-
lenia przez n sumy liczb a + b.



Struktura (Z,,+n) jest grupa abelowa.
® +, wewnetrzne v/,

® +, taczne v/, bo mozemy dodacd trzy liczby w dowolnej
kolejnosci i na koncu wzigé reszte z dzielenia przez n,

® el. neutralny: e=0€ Z, vV,
© el. przeciwny: dla k € Z, el. przeciwnym jest n — k € Z,, v/,

® +, przemienne, bo dodawanie jest przemienne.



Analogicznie definiujemy dziatanie "mnozenie modulo n" -, : Z, %
Zn — Zn nastepujaco:

Va,beZ, a,b=k < a-b=,kNkeZ,



Analogicznie definiujemy dziatanie "mnozenie modulo n" -, : Z, %
Zn — Zn nastepujaco:

Va,beZ, a,b=k < a-b=,kNkeZ,

Czy struktura (Z,, -n) jest grupa?
Nie jest! El. neutralnym mnozenia jest e = 1. Ale nie kazdy element
ma el. odwrotny! Element O nie ma el. odwrotnego.



Analogicznie definiujemy dziatanie "mnozenie modulo n" -, : Z, %
Zn — Zn nastepujaco:

Va,beZ, a,b=k < a-b=,kNkeZ,

Czy struktura (Z,, -n) jest grupa?
Nie jest! El. neutralnym mnozenia jest e = 1. Ale nie kazdy element
ma el. odwrotny! Element O nie ma el. odwrotnego.

Czy zatem (Z, \ {0}, n) jest grupa?
W dalszym ciagu nie! Np. (Zg,-g) nie jest grupa, bo 2-g4 =0 ¢
Zg \ {0}, czyli dziatanie -g nie jest wewnetrzne w Zg \ {0}.



Analogicznie definiujemy dziatanie "mnozenie modulo n" -, : Z, %
Zn — Zn nastepujaco:

Va,beZ, a,b=k < a-b=,kNkeZ,

Czy struktura (Z,, -n) jest grupa?
Nie jest! El. neutralnym mnozenia jest e = 1. Ale nie kazdy element
ma el. odwrotny! Element O nie ma el. odwrotnego.

Czy zatem (Z, \ {0}, n) jest grupa?
W dalszym ciagu nie! Np. (Zg,-g) nie jest grupa, bo 2-g4 =0 ¢
Zg \ {0}, czyli dziatanie -g nie jest wewnetrzne w Zg \ {0}.



Twierdzenie

Element a € Z,, posiada w strukturze (Zp,-n) element odwrotny
wtedy i tylko wtedy, gdy a L n.



Twierdzenie

Element a € Z,, posiada w strukturze (Zp,-n) element odwrotny
wtedy i tylko wtedy, gdy a L n.

Niech Z¥ oznacza zbiér wszystkich elementéw zbioru Z, wzglednie
pierwszych z n

Zy={a€Zy: aln}

Witedy (ZF,-n) jest grupa abelowa.



Twierdzenie

Element a € Z,, posiada w strukturze (Zp,-n) element odwrotny
wtedy i tylko wtedy, gdy a L n.

Niech Z¥ oznacza zbiér wszystkich elementéw zbioru Z, wzglednie
pierwszych z n
Zy={a€Zy: aln}

Witedy (ZF,-n) jest grupa abelowa.

Dla uproszczenia zapisu piszemy + zamiast +, oraz - zamiast -j.
Liczba n jest znana z kontekstu.



Dzieki algorytmowi Euklidesa mozemy znalez¢é element odwrotny do
elementu x grupy (Z%, ). Przyjmujemy a = n, b = x.



Dzieki algorytmowi Euklidesa mozemy znalez¢é element odwrotny do
elementu x grupy (Z%, ). Przyjmujemy a = n, b = x.

Przyktad
Znajdz 11471 w Z3,,.

Z algorytmu Euklidesa wiemy, ze NWD(121,114) = 1, wiec 114 i
121 sa wzglednie pierwsze i 11471 istnieje.

Ponadto, 1 =49 - 121 — 52 - 114.

Obustronnie stosujemy modulo 121:

1 =g —52 114 = 114! = —52(mod 121)

Ale —52 nie nalezy do zbioru Zj,;. Aby uzyska¢ odpowiedz nalezy
do wyniku doda¢ (czasami odja¢) 121 tyle razy, aby otrzymac liczbe
pomiedzy 0i 120. W tym przypadku —52 =151 69, wiec 114~ = 69
W ZJoq.



Po co nam szukanie elementéw odwrotnych w grupie Z}?
Otdz maja one zastosowanie w rozwigzywaniu tzw. kongruencji (réw-
nan modulo), o ktérych za chwile.



Po co nam szukanie elementéw odwrotnych w grupie Z}?
Otdz maja one zastosowanie w rozwigzywaniu tzw. kongruencji (réw-
nan modulo), o ktérych za chwile.

Uwaga

Prawo skracania:

Va,b,c € ZVm e Ny ((ac =, bc Ac L m) = a=,, b).

W prawie skracania chodzi o to, ze jesli dwie liczby przystaja modulo
m, to mozemy takie réwnanie podzieli¢ stronami przez c, o ile ¢ jest
wzglednie pierwsze z m. Dzielenie w tym przypadku zastepujemy
mnozeniem przez el. odwrotny do ¢, czyli mnozymy przez c 1.



Twierdzenie (Chinskie twierdzenie o resztach)

Niech a1, as,...,an € Z oraz my,my,...,m, € N, m; s3 parami
wzglednie pierwsze.
Wtedy uktad kongruencji

x = aj(mod my)
x = apy(mod my)
x = ap(mod mp)

ma dokfadnie jedno rozwigzanie modulo [[7_; m; i wszystkie pozo-
stafe rozwigzania catkowite przystaja do niego modulo [/, m;.



Przyktad

Rozwiaz podany uktad kongruencji.

x = 3(mod 7)
x = 0(mod 4)
x = 8(mod 25)

Aby mieé pewnos$¢, ze rozwigzanie istnieje, musimy sprawdzi¢ czy
liczby 7,4,25 s3 parami wzglednie pierwsze.

NWD(7,4) = 1,NWD(7,25) = 1,NWD(4,25) = 1.

Zgadza sie, sa parami wzglednie pierwsze.

Réwnanie x = 3(mod 7) mozna zapisa¢ jako x = 7a + 3 (reszta z
dzielenia x przez 7 wynosi 3)



Przyktad
Rozwiazujac taki uktad bedziemy sukcesywnie zmniejszaé liczbe row-
nan o jeden, az otrzymamy jedno réwnanie - to bedzie wynik. W
tym celu wybieramy dwa dowolne réwnania i rozwigzujemy uktad
tych dwéch kongruencji. Przyréwnujemy do siebie prawe strony:

3+7a=0+4b
Dazymy do obliczenia a lub b. Takie réwnanie obustronnie skracamy
modulo mniejsza z liczb my =7 i my = 4.

3+3a=0(mod 4) /-3
3a= -3 = 1(mod 4)



Przyktad

Teraz wykorzystamy prawo skracania. Chcemy obustronnie
podzieli¢ przez 3, czyli pomnozyé przez 371, Poniewaz 3 L 4, wiec
371 w Z; istnieje. Wyznaczamy je z algorytmu Euklidesa.
37wz

4=1-3+1

1=4-1-3

1=—1-3(mod 4)

371 = —1 = 3(mod 4)



Przyktad

Wracamy do naszego réwnania:

3a=1(mod 4) /-371
a=3"1=3(mod 4)

Czyli wynik to a = 3 + 4k. Podstawiamy:
x=34+7a=3+7(3+4k) =24+ 28k
Uktad kongruencji, ktéry mamy rozwigza¢ wyglada teraz tak:

x = 24(mod 28)
x = 8(mod 25)

Rozwiazujemy go analogicznie.



Przyktad

x = 24 + 28k = 8 + 25¢ /(mod 25)
24 4 3k = 8(mod 25)
3k = —16 = 9(mod 25) /- 37!

371 w Zks:

25=8-3+1
1=25-8-3
1= —8-3(mod 25)
371 = —8 = 17(mod 25)



Przyktad

Powrét do réwnania:
k =9-17 = 153 = 3(mod 25)

k =3+ 25/

Podstawiamy:
x =24+28(3+25/)=24+84+4-7-25/ =108(mod 4-7 -25).

Odpowiedz: x = 108.



Rzad grupy

Definicja

Rzedem grupy (X, o) nazywamy liczbe elementéw tej grupy, czyli
liczbe elementéw zbioru X.

Oznaczenie: |X]|



Rzad grupy

Definicja

Rzedem grupy (X, o) nazywamy liczbe elementéw tej grupy, czyli
liczbe elementéw zbioru X.

Oznaczenie: |X]|

Przyktad
(Zn;+n): ’Zn| =n, bo Z, = {0, 1,...,n— 1}



Rzad grupy

Definicja

Rzedem grupy (X, o) nazywamy liczbe elementéw tej grupy, czyli
liczbe elementéw zbioru X.

Oznaczenie: |X]|

Przyktad
(Zn;+n): ’an =n, bo Z, = {0, 1,...,n— 1}



Definicja
Funkcja Eulera to funkcja, ktéra liczbie naturalnej n przypisuje ile
jest liczb mniejszych od n i wzglednie pierwszych z n.

¢:Non—p(n)=|{meN: m<nAm.L n}

Zatem |Z}| = ¢(n).



Definicja
Funkcja Eulera to funkcja, ktéra liczbie naturalnej n przypisuje ile
jest liczb mniejszych od n i wzglednie pierwszych z n.

¢:Non—p(n)=|{meN: m<nAm.L n}

Zatem |Z}| = ¢(n).
Przyktad

¢(0) =0,0(1) =1,9(2) =1,¢(3) = 2
©(p) = p— 1, p € P (oznaczenie zbioru liczb pierwszych)



A co jesli n nie jest liczba pierwsza? Jak policzy¢ ¢(n)?

Twierdzenie

Jesli dany jest rozkfad liczby n na czynniki pierwsze
n=p*-py*----- pR*, Vi o #0,Yi pj € P, p; # pj dlai # j, to

SO(H)—n(l—;l) (1_;2)(1_;)



A co jesli n nie jest liczba pierwsza? Jak policzy¢ ¢(n)?

Twierdzenie

Jesli dany jest rozkfad liczby n na czynniki pierwsze
n=pyt-pp?----- pR*, Vi o #0,Yi pj € P, p; # pj dlai # j, to

SO(H)—n(l—;l) (1_;2)(1_;)

Whioski:

® Jedlin=pecP, togp(n):n(l—%) =n-—1,
® Jesli n = pypo, to
pm)=pip (1-2) (1-%) =(p - D(p2-1).



Przyktad
|Zis0| =7, czyli p(450) =7

450 =2.32.52

L = 1 1.2-3
©(450) = 450 (1 2) <1 3>< 5) 2o 10203

=2-3-4.5=120



Potega elementu w grupie

Niech (X, o) (notacja multiplikatywna), e- element neutralny, x € X
Woéweczas definiujemy catkowite potegi elementu x

(1) x0 = e,

® VneNx"l.=x"ox,

©®VneZn<0x":=(x1)"

3 2 -1 -1

Czylix2:xox,x = XO0XO0X, X =X "ToXx

W notacji addytywnej méwimy o krotnosSci elementu w grupie.
Zamiast pisaé x¥ zapisujemy wtedy k - x.



Rzad elementu w grupie

Definicja

Rzedem elementu w grupie (X, o) nazywamy najmniejszy wyktadnik
potegi tego elementu, ktéra jest réwna elementowi neutralnemu.
Czyli takie k, ze

k =min{m e N;: x™ = e}

Oznaczenie: x|

Uwaga: |e| =1



Twierdzenie

W grupie skoriczonej (majacej skoriczong liczbe elementéw) kazdy
element ma rzad skoriczony.



Twierdzenie

W grupie skoriczonej (majacej skoriczong liczbe elementéw) kazdy
element ma rzad skoriczony.

Twierdzenie

Rzad kazdego elementu grupy skoniczonej dzieli rzad grupy.



Przyktad

* W grupie (Zg,-) mamy:
|1| =1 - jest to el. neutralny;
3/ =2 bo32=3-3=9=1(mod 8),
5| = 2, bo 52 = 25 = 1(mod 8).

Zadanie: Oblicz rzad 7 w tej grupie. Czy w tej grupia sa
jeszcze jakie$ elementy?



Przyktad

* W grupie (Zg,-) mamy:
|1| =1 - jest to el. neutralny;
3/ =2 bo32=3-3=9=1(mod 8),
5| = 2, bo 52 = 25 = 1(mod 8).

Zadanie: Oblicz rzad 7 w tej grupie. Czy w tej grupia sa
jeszcze jakie$ elementy?

e W grupie (Zg, +) szukamy najmniejszej krotnosci elementu,
ktéra bedzie réwna 0 = e. Mamy wiec:
|[1|=8,bol1+1=2+#0,1+1+1=3,itd. az dojdziemy do
81 = 0(mod 8),
|2| = 4, |3] = 8 (sprawdz!), |4| = 2.

Zadanie: Znajdz rzad pozostatych elementéw tej grupy.

Zauwaz, ze rzad elementu musi by¢ dzielnikiem liczby 8 (rzedu
grupy), czyli wynosi 1,2, 4 lub 8.



Ponizsze dwa twierdzenia s3 wazne z punktu widzenia zastosowan.
Dzieki nim metody kodowania Rabina i RSA dziataja!

Twierdzenie (Euler)

Jezelia,n € Ny, a L n, to a#(") = 1(mod n).

Twierdzenie (mate twierdzenie Fermata)

Jezelia € Z, p € P, to aP = a(mod p).



