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Definicja
Grafem (prostym) nazywamy pare (V/, E), gdzie V to niepusty
zbidr skonczony, a E to podzbiér dwuelementowych podzbioréw

zbioru V. Oznaczenie: E C (‘2/)

(\2/) - zbiér wszystkich dwuelementowych podzbioréw zbioru V



Definicja

Grafem (prostym) nazywamy pare (V/, E), gdzie V to niepusty
zbidr skonczony, a E to podzbiér dwuelementowych podzbioréw
zbioru V. Oznaczenie: E C (‘2/)

(\2/) - zbiér wszystkich dwuelementowych podzbioréw zbioru V

Terminologia i oznaczenia:
Zbiér V nazywamy zbiorem wierzchotkéw grafu;
Zbiér E nazywamy zbiorem krawedzi grafu.

Piszemy i czytamy:

x,y € V - x i y sa wierzchotkami grafu;

e = {x,y} € E - zbidr {x, y} jest krawedzig grafu (oznaczonj e);
dla uproszczenia: xy € E - xy jest krawedzig grafu



Przyktad

V =1{1,2,3,4,5}
E= {{17 2}a {27 3}7 {2’ 4}7 {2’ 5}’ {37 4}’

{4,5}}
lub prosciej: E = {12,23,24,25,34,45}




Przyktad

V =1{1,2,3,4,5}
E= {{17 2}’ {27 3}7 {2’ 4}7 {2’ 5}’ {37 4}’

{4,5}}
lub prosciej: E = {12,23,24,25,34,45}

Definicja

Rzedem grafu G = (V, E) nazywamy liczbe jego wierzchotkéw, tj.
moc zbioru V.

Oznaczenie: |G| := |V/|

Rozmiarem grafu G = (V, E) nazywamy liczbe jego krawedzi, tj.
moc zbioru E.

Oznaczenie: ||G|| := |E]



Przyktad

V =1{1,2,3,4,5}

E = {{1,2},{2,3},{2,4},{2,5}, {3, 4},
{4,5}}

lub prosciej: E = {12,23,24,25,34,45}
1G1=5; | Gl|=6

Definicja

Rzedem grafu G = (V, E) nazywamy liczbe jego wierzchotkéw, tj.
moc zbioru V.

Oznaczenie: |G| := |V/|

Rozmiarem grafu G = (V, E) nazywamy liczbe jego krawedzi, tj.
moc zbioru E.

Oznaczenie: ||G|| := |E]



Modyfikacje definic;ji
Definicja
Multigrafem nazywamy pare (V/, E), gdzie V jak poprzednio, nato-

miast E jest multizbiorem o elementach ze zbioru (‘2/) czyli dopusz-
czamy krawedzie wielokrotne.



Modyfikacje definic;ji
Definicja
Multigrafem nazywamy pare (V/, E), gdzie V jak poprzednio, nato-

miast E jest multizbiorem o elementach ze zbioru (\2/) czyli dopusz-
czamy krawedzie wielokrotne.

Definicja

Pseudografem nazywamy pare (V/, E), gdzie V jak poprzednio, na-
tomiast w zbiorze E dopuszczamy petle, czyli krawedzie postaci xx,
gdzie x € V.



Modyfikacje definic;ji
Definicja
Multigrafem nazywamy pare (V/, E), gdzie V jak poprzednio, nato-

miast E jest multizbiorem o elementach ze zbioru (\2/) czyli dopusz-
czamy krawedzie wielokrotne.

Definicja
Pseudografem nazywamy pare (V/, E), gdzie V jak poprzednio, na-

tomiast w zbiorze E dopuszczamy petle, czyli krawedzie postaci xx,
gdzie x € V.

Definicja
Digrafem nazywamy pare (V, A), gdzie V jak poprzednio, natomiast

A jest zbiorem par uporzadkowanych o elementach ze zbioru V.
Tj. AC {(x,y): x,y € V}; A nazywamy zbiorem tukéw



Przyktad

multigraf




Przyktad

mu|tigraf pseudograf dlgraf

Uwaga: Jedli nie jest powiedziane inaczej to przez "graf" rozumiemy
graf prosty.



Dany jest graf G = (V,E)

Definicja
Stopniem wierzchotka x w grafie G nazywamy liczbe krawedzi, do
ktérych nalezy dany wierzchotek.

Oznaczenie: degg(x) lub dg(x);
jesli nie powoduje to niejasnosci, to piszemy: deg(x), d(x)



Dany jest graf G = (V,E)

Definicja
Stopniem wierzchotka x w grafie G nazywamy liczbe krawedzi, do
ktérych nalezy dany wierzchotek.

Oznaczenie: degg(x) lub dg(x);
jesli nie powoduje to niejasnosci, to piszemy: deg(x), d(x)

Wierzchotek stopnia 0 nazywamy izolowanym.
Wierzchotek stopnia 1 nazywamy wiszacym lub lisciem.



Dany jest graf G = (V,E)

Definicja
Stopniem wierzchotka x w grafie G nazywamy liczbe krawedzi, do
ktérych nalezy dany wierzchotek.

Oznaczenie: degg(x) lub dg(x);
jesli nie powoduje to niejasnosci, to piszemy: deg(x), d(x)

Wierzchotek stopnia 0 nazywamy izolowanym.
Wierzchotek stopnia 1 nazywamy wiszacym lub lisciem.

d(1) = 1 - wierzchotek wiszacy, d(2) = 4, d(3) = 2, d(4) = 3,
d(5) =2



Jesli w grafie G istnieje krawedZ xy, to méwimy, ze wierzchotki x
i y sg sasiednie oraz ze s3 incydentne z krawedzig e = xy.
Definicja

Sasiedztwem wierzchotka x w grafie G nazywamy zbiér wszystkich

wierzchotkéw grafu G potaczonych z x krawedzig.
Oznaczenie: Ng(x) = N(x) :={y € V(G): xy € E(G)}



Jesli w grafie G istnieje krawedZ xy, to méwimy, ze wierzchotki x
i y sg sasiednie oraz ze s3 incydentne z krawedzig e = xy.

Definicja
Sasiedztwem wierzchotka x w grafie G nazywamy zbiér wszystkich

wierzchotkéw grafu G potaczonych z x krawedzig.
Oznaczenie: Ng(x) = N(x) :={y € V(G): xy € E(G)}

Uwaga: W grafie prostym d(x) = |N(x)|.



Jesli w grafie G istnieje krawedZ xy, to méwimy, ze wierzchotki x
i y sg sasiednie oraz ze s3 incydentne z krawedzig e = xy.
Definicja

Sasiedztwem wierzchotka x w grafie G nazywamy zbiér wszystkich

wierzchotkéw grafu G potaczonych z x krawedzig.
Oznaczenie: Ng(x) = N(x) :={y € V(G): xy € E(G)}

Uwaga: W grafie prostym d(x) = |N(x)|.

Krawedzie e, f € E(G) nazywamy sasiednimi, jesli e N f # (), czyli
istnieje wierzchotek incydentny zaréwno z krawedzia e, jak i z kra-
wedzig f.



Jesli w grafie G istnieje krawedZ xy, to méwimy, ze wierzchotki x
i y sg sasiednie oraz ze s3 incydentne z krawedzig e = xy.

Definicja

Sasiedztwem wierzchotka x w grafie G nazywamy zbidr wszystkich
wierzchotkéw grafu G potaczonych z x krawedzig.

Oznaczenie: Ng(x) = N(x) :={y € V(G): xy € E(G)}

Uwaga: W grafie prostym d(x) = |N(x)|.

Krawedzie e, f € E(G) nazywamy sasiednimi, jesli e N f # (), czyli
istnieje wierzchotek incydentny zaréwno z krawedzia e, jak i z kra-
wedzig f.

N(3) = {2,4};N(4) = {2:3,5}



Twierdzenie (Lemat o usciskach dfoni)

Jesli G = (V, E) jest grafem prostym, to

> d(v) =2|E|.

vev



Twierdzenie (Lemat o usciskach dtoni)
Jesli G = (V, E) jest grafem prostym, to

> d(v) =2|E|.

veVv

Whiosek

W grafie prostym liczba wierzchotkéw stopnia nieparzystego jest
parzysta.



Whiosek

W grafie prostym liczba wierzchotkéw stopnia nieparzystego jest
parzysta.

Dowdéd.

G=(V,E)

Niech Vj - zbiér wierzchotkéw stopnia nieparzystego; V, - zbidr

wierzchotkéw stopnia parzystego; V = Vi U V5. Wtedy:

2|E| = Z d(x) + Z d(x) = Z d(x) - parzyste, a jest to
xeVy xXEVs xeV]

———
parzyste

suma liczb nieparzystych. Stad liczba sktadnikéw w sumie musi by¢
parzysta. []



Definicja

Stopniem minimalnym grafu G nazywamy najmniejszy sposréd
stopni wierzchotkéw tego grafu.

Oznaczenie: §(G) := min{d(x): x € V(G)}

Stopniem maksymalnym grafu G nazywamy najwiekszy sposréod
stopni wierzchotkéw tego grafu.

Oznaczenie: A(G) := max{d(x): x € V(G)}



Definicja

Stopniem minimalnym grafu G nazywamy najmniejszy sposréd
stopni wierzchotkéw tego grafu.

Oznaczenie: §(G) := min{d(x): x € V(G)}

Stopniem maksymalnym grafu G nazywamy najwiekszy sposréd

stopni wierzchotkéw tego grafu.
Oznaczenie: A(G) := max{d(x): x € V(G)}



Definicja

Stopniem minimalnym grafu G nazywamy najmniejszy sposréd
stopni wierzchotkéw tego grafu.

Oznaczenie: §(G) := min{d(x): x € V(G)}

Stopniem maksymalnym grafu G nazywamy najwiekszy sposréd
stopni wierzchotkéw tego grafu.

Oznaczenie: A(G) := max{d(x): x € V(G)}

Graf nazywamy regularnym, je$li wszystkie wierzchotki tego grafu
maja ten sam stopien. Wtedy 6(G) = A(G). Jedli §(G) = A(G) =
r, to méwimy o grafie r-regularnym.



Wazne klasy graféw

- K,
K, = (V, (‘2/)) - zbiér krawedzi grafu petnego to zbiér
wszystkich podzbioréw dwuelementowych zbioru V

- P,
Graf, ktorego wierzchotki da sie ustawié¢ w ciag
(x1,%2,...,%n), taki ze zbiér krawedzi to
E(Pn) = {xixit1: 1 € {1,2,...,n—1}}
-G,
Graf, ktérego wierzchotki da sie ustawié¢ w ciag
(x1,%2,-..,%n), taki ze zbiér krawedzi to

E(Cy) ={xixit1: i €{1,2,...,n—=1}} U {xix,}



Przyktad

graf petny Ky $ciezka Ps cykl Cg



Definicja

Graf prosty G = (V, E) nazywamy dwudzielnym, je$li zbiér wierz-
chotkéw tego grafu da sie podzieli¢ na zbiory X i Y, takie ze
V=XUY, XNY = 0 oraz kazda krawedz ma dokfadnie je-
den wierzchotek w zbiorze X i jeden wierzchotek w zbiorze Y.
xye E=xeXAyeY

Oznaczenie: G = (X, Y E)



Definicja

Graf prosty G = (V, E) nazywamy dwudzielnym, je$li zbiér wierz-
chotkéw tego grafu da sie podzieli¢ na zbiory X i Y, takie ze
V=XUY, XNY = 0 oraz kazda krawedz ma dokfadnie je-
den wierzchotek w zbiorze X i jeden wierzchotek w zbiorze Y.
xye E=xeXAyeY

Oznaczenie: G = (X, Y E)

Definicja
Dopetnieniem grafu G = (V, E) nazywamy graf o tym samym
zbiorze wierzchotkéw V' oraz zbiorze krawedzi bedacym

dopetnieniem zbioru E do zbioru krawedzi grafu petnego.
Oznaczenie: G := (V, (‘2/) \ E)



Przyktad

graf dwudzielny



Wazne klasy graféw c.d.

- Kpq
Graf dwudzielny, gdzie | X| = p, |Y| = g, ktérego zbiér
krawedzi jest zbiorem wszystkich mozliwych podzbioréw
dwuelementowych zbioru V/,
tj. E(Kpq) ={xy: xe XANye€Y}



Wazne klasy graféw c.d.

¢ - Kpq
Graf dwudzielny, gdzie | X| = p, |Y| = g, ktérego zbiér
krawedzi jest zbiorem wszystkich mozliwych podzbioréw
dwuelementowych zbioru V/,
tj. E(Kpq) ={xy: xe XANye€Y}

Przyktad

graf dwudzielny petny K53



|lzomorfizm graféw

Definicja
lzomorfizmem graféw G = (V,E) oraz H = (W, F) nazywamy
bijekcje f: V — W, takg ze Vx,y € V: (xy € E & f(x)f(y) € F).

Czyli dla dowolnych dwéch wierzchotkéw grafu G tworza one kra-
wedz wtedy i tylko wtedy, gdy ich obrazy f(x) i f(y) tworza krawedz
w grafie H.



|lzomorfizm graféw

Definicja
lzomorfizmem graféw G = (V,E) oraz H = (W, F) nazywamy
bijekcje f: V — W, takg ze Vx,y € V: (xy € E & f(x)f(y) € F).

Czyli dla dowolnych dwéch wierzchotkéw grafu G tworza one kra-
wedz wtedy i tylko wtedy, gdy ich obrazy f(x) i f(y) tworza krawedz
w grafie H.

Méwimy, ze grafy G oraz H sg izomorficzne, jesli istnieje izomorfizm
graféw G i H.



|lzomorfizm graféw

Definicja
lzomorfizmem graféw G = (V,E) oraz H = (W, F) nazywamy
bijekcje f: V — W, takg ze Vx,y € V: (xy € E & f(x)f(y) € F).

Czyli dla dowolnych dwéch wierzchotkéw grafu G tworza one kra-
wedz wtedy i tylko wtedy, gdy ich obrazy f(x) i f(y) tworza krawedz
w grafie H.

Méwimy, ze grafy G oraz H sg izomorficzne, jesli istnieje izomorfizm
graféw G i H.

Méwiac potocznie: dwa grafy s3 izomorficzne, jesli da sie je nary-
sowa¢ w ten sam sposéb. Lub jesli mozna otrzymac jeden z nich
poprzez przesuwanie wierzchotkéw drugiego (krawedzie s3 przesu-
wane razem z wierzchotkami).



Przyktad

1 2
©
4 3 a b
graf G = (V,E) graf H=(W,F)
vV =1{1,2,3,4} W ={a, b, c,d}
E ={12,23,34,14,13} F = {ab, bc, cd, ac, ad}

Izomorfizm: f: V — W jest nastepujacy:
f(l)=a,f(2)=b,f(3)=c,f(4) =d



Woprost z definicji izomorfizmu wynika, ze jesli grafy sa
to maja (bo f jest bijekcja).

Stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe!



Woprost z definicji izomorfizmu wynika, ze jesli grafy sa

to maja (bo f jest bijekcja).
Stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe!
Przyktad

graf G graf H

4 (e



Woprost z definicji izomorfizmu wynika, ze jesli grafy sa

to maja (bo f jest bijekcja).
Stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe!
Przyktad

graf G graf H

4 (e

Nie istnieje izomorfizm tych graféw. Prébujac go stworzy¢ (wskazaé
funkcje f jak w definicji), wierzchotkowi 4 musimy przypisa¢ jeden z
wierzchotkéw grafu H. Zatézmy, ze f(4) = d (pozostate przypadki
s analogiczne). Poniewaz 14 jest krawedzia grafu G, to f(1) €
{a,c}, BSO f(1) = a. Ale wtedy funkcja f musi przypisywa¢ 2 lub
3 do c. Pojawia sie problem!

34 ¢ E(G)i24¢ E(G) ALE cd € E(H)



Co wiecej, jesli grafy s , to maja tyle samo krawedzi
(bo Vx,y € V: (xy € E & f(x)f(y) € F)).

Ale jesli dwa grafy majg tyle samo wierzchotkéw i tyle samo krawedzi,
to nie oznacza, ze s3 izomorficzne.



Co wiecej, jesli grafy s , to maja

(bo Vx,y € V: (xy € E & f(x)f(y) € F)).

Ale jesli dwa grafy majg tyle samo wierzchotkéw i tyle samo krawedzi,
to nie oznacza, ze s3 izomorficzne.

Przyktad

graf G graf H

4 (e



Co wiecej, jesli grafy s , to maja

(bo Vx,y € V: (xy € E & f(x)f(y) € F)).

Ale jesli dwa grafy majg tyle samo wierzchotkéw i tyle samo krawedzi,
to nie oznacza, ze s3 izomorficzne.

Przyktad

graf G graf H
4 G

Ktéry$ z wierzchotkdéw grafu G musi przejé¢ w wierzchotek a. BSO
f(1) = a. Niezaleznie od tego jak przypiszemy pozostate wierzchotki,
pojawi sie problem! W grafie G nie ma krawedzi 13, a w grafie H
sg wszystkie mozliwe krawedzie zawierajace wierzchotek a. Np. jesli
f(3) = ¢, to 13 ¢ E(G) ALE ac € E(H).



W obu przypadkach problem wynikat z tego, ze stopnie wierzchot-
kéw, ktére chcemy do siebie przypisac nie s3 takie same. Stad wnio-
skujemy, ze jesli grafy s3 izomorficzne, to maja takie same stopnie
wierzchotkoéw.

To jednak wciaz nie wystarcza! Ponizej przyktad graféw, ktére maja
tyle samo , krawedzi i takie same stopnie wierzchotkoéw,
ale nie sg izomorficzne.



W obu przypadkach problem wynikat z tego, ze stopnie wierzchot-
kow, ktdére chcemy do siebie przypisaé nie s3 takie same. Stad wnio-
skujemy, ze jesli grafy s3 izomorficzne, to maja takie same stopnie
wierzchotkoéw.

To jednak wciaz nie wystarcza! Ponizej przyktad graféw, ktére maja
tyle samo , i takie same stopnie wierzchotkéw,
ale nie sg izomorficzne.

Przyktad

O



W obu przypadkach problem wynikat z tego, ze stopnie wierzchot-
kow, ktdére chcemy do siebie przypisaé nie s3 takie same. Stad wnio-
skujemy, ze jesli grafy s3 izomorficzne, to maja takie same stopnie
wierzchotkoéw.

To jednak wciaz nie wystarcza! Ponizej przyktad graféw, ktére maja
tyle samo , i takie same stopnie wierzchotkéw,
ale nie sg izomorficzne.

Przyktad
N o
O 'l

Grafy te nie sg izomorficzne, bo w tym po lewej kazdy wierzchotek
stopnia 2 ma sasiada stopnia 2, natomiast w grafie po prawej zaden
wierzchotek stopnia 2 nie ma sasiada stopnia 2. (Prébujac stworzy¢
funkcje f, szybko pojawi sie problem)



Definicja
Graf H = (W, F) nazywamy podgrafem grafu G = (V, E), jesli W

jest podzbiorem zbioru V oraz F jest podzbiorem zbioru E.
Oznaczenie: H C G



Definicja

Graf H = (W, F) nazywamy podgrafem grafu G = (V, E), jesli W
jest podzbiorem zbioru V oraz F jest podzbiorem zbioru E.
Oznaczenie: H C G

Definicja
Podgrafem indukowanym przez zbiér wierzchotkéw S C V

nazywamy graf H = (S, F), gdzie F ={xy e E: x € SAy € S}.
Oznaczenie: H = G[S]



Definicja

Graf H = (W, F) nazywamy podgrafem grafu G = (V, E), jesli W
jest podzbiorem zbioru V oraz F jest podzbiorem zbioru E.
Oznaczenie: H C G

Definicja

Podgrafem indukowanym przez zbiér wierzchotkéw S C V
nazywamy graf H = (S, F), gdzie F ={xy e E: x € SAy € S}.
Oznaczenie: H = G[S]

Zbiér krawedzi podgrafu indukowanego przez zbiér wierzchotkéw S
tworzymy biorac wszystkie krawedzie grafu G utworzone przez pary
wierzchotkéw ze zbioru S.



Przyktad

podgraf indukowany

graf G podgraf grafu G it @



Reprezentacja grafu w komputerze

Definicja
Macierzg sasiedztwa grafu G = (V, E), gdzie V = {vi,v,..., v}
nazywamy macierz kwadratowg A(G) = [a;] € Mpx,, taka ze

_ ) L, v € E(G)
=90, vy ¢ E(G)



Reprezentacja grafu w komputerze

Definicja

Macierzg sasiedztwa grafu G = (V, E), gdzie V = {vi,v,..., v}
nazywamy macierz kwadratowa A(G) = [ajj] € Myxn, taka ze

2 — 1, vivj € E(G)

710, viv; ¢ E(G)

Definicja

Macierza incydencji grafu G = (V, E), gdzie V = {v1, va,...,vs}
oraz E = {ey, e, ..., €em} nazywamy macierz

B(G) = [bjj] € Mpxm, taka ze

1, vicg

b”:{O, v,-§§ej



Przyktad

0 0 O

—




Przyktad

01 .0 0 0 1 00 0 0 0
101 1 1 1101 1 0
01 0 1 0lBG=1|0o0o00 11
01 1 0 1 001 1 0 1
01 0 1 0 01 1.0 0 0

Uwagi:

Macierz sasiedztwa jest macierza symetryczna.

Stopien wierzchotka w grafie znajdujemy poprzez zsumowanie jedy-
nek w odpowiednim wierszu dowolnej z podanych macierzy.

W macierzy incydencji sa doktadnie dwie jedynki w kazdej kolumnie.



Graf mozna reprezentowa¢ w komputerze réwniez za pomocy listy
sasiedztwa. Kazdemu wierzchotkowi w grafie przyporzadkowuje ona
liste jego sasiadéw. Najczesciej sasiedzi ci wystepuja na liscie sa-
siedztwa w kolejnosci rosnacej.



Graf mozna reprezentowa¢ w komputerze réwniez za pomocy listy
sasiedztwa. Kazdemu wierzchotkowi w grafie przyporzadkowuje ona
liste jego sasiadéw. Najczesciej sasiedzi ci wystepuja na liscie sa-
siedztwa w kolejnosci rosnacej.

Przyktad
1 - 2
2 — 1,345
3 = 2,4
4 — 2,35
5 — 2,4




