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Grafy planarne

Definicja

Graf G nazywamy planarnym, jesli da sie go narysowaé na
ptaszczyznie, tak aby zadne dwie krawedzie nie miaty punktéw
wspolnych poza wierzchotkami.
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Przyktad

graf petny K, ptaski rysunek grafu Ky
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Twierdzenie (Whitney)

Kazdy graf da sie narysowaé bez przecie¢ w R3.

Twierdzenie

Graf jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy da sie narysowac bez
przecie¢ na sferze.
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Definicja
Graficzna reprezentacje (rysunek) bez przecie¢ krawedzi grafu
planarnego na ptaszczyznie nazywamy grafem ptaskim.

Przyktad

Grafami planarnymi sa:
® drzewa,

® cykle.

Grafami planarnymi NIE sa:
e graf Ks i wieksze grafy petne,
® graf K33 i wieksze grafy dwudzielne petne.
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Definicja
Stopniem $ciany nazywamy liczbe krawedzi w najkrétszej drodze
zamknietej stanowiacej brzeg tej Sciany.

Przyktad

Stopnie Scian:

deg(f) = 4
fa deg(f3) =3
i deg(fa) = 8




Twierdzenie (Analogiczne do lematu o usciskach dtoni)

Jesli G = (V, E) jest grafem ptaskim o zbiorze Scian F, to

Zdeg(f) = 2|E|.

feF



Twierdzenie (Analogiczne do lematu o usciskach dtoni)

Jesli G = (V, E) jest grafem ptaskim o zbiorze Scian F, to

Zdeg(f) = 2|E|.

feF

Twierdzenie (wzér Eulera)

Jesli G = (V/, E) jest spéjnym grafem ptaskim o zbiorze Scian F, to

VI —[E|+|F|=2.



Przyktad
deg(f1) = 3,deg(f2) = 4,
deg(f3) = 3,deg(fs) = 8
0 V| =T7,E| =9,|F| =4
4 % 3+3+4+8=18=2-9
° 7-9+4+4=2
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Whiosek

Kazda reprezentacja ptaska grafu planarnego ma tyle samo scian.

Whiosek

Jesli G = (V, E) jest spdjnym grafem planarnym, to
|E| <3|V|—6.

Dowdd.

Niech fi, fo,--- , fx beda Scianami grafu G

Z ADLOUD: 2|E| = YK, deg(f;) > 3k

Ze wzoru Eulera: |V| — |[E|+ k=2= k=2—|V|+ |E|

3(2—|VI+|E]) < 2|E]|
|E] <3|V|-6
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Whiosek
Graf Ks nie jest planarny.

|Ks| =5, ||Ks|| = 10

||Ks|| < 3|Ks| — 6

10 < 9 - sprzecznosc!

Czy to samo da sie pokaza¢ dla K337

|K33| = 6,||Kssl| =9
9<12

Whiosek
Jesli G = (V/, E) jest grafem planarnym, to 6(G) < 5.



Definicja

Grafy Gy oraz Gy nazywamy homeomorficznymi, jesli da sie je
otrzymac z tego samego grafu G poprzez zastgpienie niektérych
krawedzi Sciezkami.



Definicja
Grafy Gy oraz Gy nazywamy homeomorficznymi, jesli da sie je

otrzymac z tego samego grafu G poprzez zastgpienie niektérych
krawedzi Sciezkami.

Przyktad



Twierdzenie (Kuratowski)

Graf jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera podgrafu
homeomorficznego z Ks ani K3 3.



Definicja

Bryta platonska nazywamy wieloscian, ktérego Sciany sa
przystajacymi wielokatami foremnymi i stopien kazdego
wierzchotka jest taki sam.
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Definicja

Bryta platonska nazywamy wieloscian, ktérego Sciany sa
przystajacymi wielokatami foremnymi i stopien kazdego
wierzchotka jest taki sam.

Definicja
Grafem platonskim nazywamy graf, ktory jest reprezentacja bryty
platonskiej.

Uwaga: grafy platonskie s3 planarne.



Przyktad

o I z = T 9ac



Definicja
Gruboscia grafu G nazywamy najmniejsza liczbe graféw
planarnych, na ktére mozna roztozy¢ zbiér krawedzi grafu G.
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Definicja
Gruboscia grafu G nazywamy najmniejsza liczbe graféw
planarnych, na ktére mozna roztozy¢ zbiér krawedzi grafu G.

Uwaga: Graf planarny ma grubos¢ 1.

|%f] dlan>5

Gruboé¢ grafu petnego K, to: 3 dla n=09,10.



/astosowania

Chcemy umiesci¢ obwdd elektroniczny na ptytce tak aby potacze-
nia sie nie krzyzowaty. Jesli ten uktad jest reprezentowany przez
graf planarny, to mozemy to zrobié. Jesli nie jest to graf planarny,
to umieszczamy potaczenia (krawedzie) na jak najmniejszej liczbie
warstw ptytki. Grubos¢ grafu to liczba warstw, ktérych musimy uzy¢.



Problem po raz pierwszy byt rozpatrywany przez Ringla w 1959.
Rozpatrywat on mape panstw na Ziemi i Ksiezycu (kazde panstwo
ma kolonie na Ksiezycu, ale ich uktad nie odpowiada temu na Ziemi).
Kazde panstwo reprezentujemy za pomoca punktu. Punkty taczymy,
jesli odpowiadajace im panstwa ze soba sasiaduja. To samo robimy
na Ksiezycu. Mapa na Ziemi tworzy graf planarny. Podobnie jak na
Ksiezycu.

llu koloréw potrzebujemy do pokolorowania takiej mapy, tak aby
sasiadujace ze soba panstwa (na Ziemi lub na Ksiezycu) miaty rozne
kolory?

Problem nadal nie jest rozwigzany. Wiadomo, ze istniejg mapy, ktére
potrzebujg 9 koloréw i kazda mape da sie pokolorowaé 12 kolorami.



Problem po raz pierwszy byt rozpatrywany przez Ringla w 1959.
Rozpatrywat on mape panstw na Ziemi i Ksiezycu (kazde panstwo
ma kolonie na Ksiezycu, ale ich uktad nie odpowiada temu na Ziemi).
Kazde panstwo reprezentujemy za pomoca punktu. Punkty taczymy,
jesli odpowiadajace im panstwa ze soba sasiaduja. To samo robimy
na Ksiezycu. Mapa na Ziemi tworzy graf planarny. Podobnie jak na
Ksiezycu.

llu koloréw potrzebujemy do pokolorowania takiej mapy, tak aby
sasiadujace ze soba panstwa (na Ziemi lub na Ksiezycu) miaty rozne
kolory?

Problem nadal nie jest rozwigzany. Wiadomo, ze istniejg mapy, ktére
potrzebujg 9 koloréw i kazda mape da sie pokolorowaé 12 kolorami.
Problem ten mozna sformufowaé na grafach: ilu koloréw potrzebu-
jemy do pokolorowania wierzchotkdéw grafu dwuplanarnego, tak aby
sasiednie wierzchotki miaty rézne kolory?



