Matematyka dyskretna Informatyka

Lemat Burnside’a. Twierdzenie Pélyi.

Lemat Burnside’a stosujemy, gdy chcemy policzy¢ rézne (wzgledem pewnej grupy permu-
tacji) kolorowania elementéw (wierzchotkéw, krawedzi, Scian) pewnego obiektu. Obiekt ten
czesto da sie przedstawi¢ w formie grafu. W tym przypadku nie interesuje nas ile jest elemen-
tow w danym kolorze. Wazne jest jedynie ile koloréw mamy dostepnych. Liczymy réwniez
kolorowania, ktére nie wykorzystuja wszystkich dostepnych koloréw.

Zadanie 1. Na ile réznych sposob6w mozna pokolorowaé witraz z rysunku za pomoca
trzech koloréw? Witraz mozna dowolnie obracaé w przestrzeni tréjwymiarowej.

Rozwiazanie: Zaczynamy od zidentyfikowania co bedziemy kolorowaé i ponumerowania

tych elementow.

Nastepnie wypisujemy elementy grupy permutacji dzialajacej na witraz (permutujacej
ponumerowane elementy). Rozwazamy przeksztalcenia witraza na siebie. Poniewaz mozemy
obraca¢ go w tréjwymiarze, to rozwazamy obroty i symetrie (gdyby$my mogli obracaé obiekt
tylko w przestrzeni dwuwymiarowej, rozwazaliby$my wylacznie obroty).

Permutacje: id,0; = (1234),09 = (13)(24),03 = (1432),51 = (24),32 = (13),83 =
(12)(34), s4 = (14)(23).

Dla kazdej z permutacji znajdujemy liczbe kolorowan, ktore przechodza same w siebie po
jej dziataniu. Te liczbe oznaczamy C/(o), gdzie o jest wybrana permutacja z wyzej wypisanych.
Wygodnie umiesci¢ to w tabeli.

o | C(o)
id | 37
01 3
02 32
03 3
S1 33
S9 33
S3 32
S4 32

Zauwazmy, ze aby kolorowanie przeszto samo na siebie po dzialaniu permutacji o, to
wszystkie elementy w cyklu musza by¢ pokolorowane na ten sam kolor. Dla kazdego cyklu
permutacji wybieramy niezaleznie kolor na 3 sposoby. (Uwaga! Punkty stale permutacji to
tez cykle - jednoelementowe).

Stosujemy lemat Burnside’a:

N(G,C) = 2 S )
‘G| ceG
Oznaczenia jak na wykladzie:
G - grupa permutacji
C - zbiér wszystkich kolorowan
N(G,C) - liczba réznych kolorowan
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Podstawiamy do wzoru:

1 1 168
N(G,C):§(34+2~3+3~32+2~33):§(81+6+27—|—54):?:21.

O

Twierdzenie Pélyi stosujemy, gdy chcemy policzy¢ rézne (wzgledem grupy permutacji) ko-
lorowania danego obiektu, ktore spelniaja dodatkowe warunki na liczbe elementéw w danym
kolorze. Przyktadowo: jedli chcemy policzyé¢ kolorowania uzywajace wszystkich dostepnych
koloréw.

Zadanie 2. Na ile réznych sposobéw mozna pokolorowa¢ wierzchotki czworosécianu fo-
remnego za pomoca trzech koloréw, w taki sposob, aby kolor zielony zostal uzyty dwa razy,
a pozostale pokory po raz? Czworo$cian mozna obracaé w przestrzeni tréjwymiarowej.

Rozwiagzanie: Postepujemy analogicznie jak w przypadku lematu Burnside’a. Liczymy
kolorowania wierzchotkow, wiec wierzchotki numerujemy i wypisujemy wszystkie ich permuta-
cje odpowiadajace obrotom czworocianu w tréjwymiarze (patrz tabelka ponizej - oznaczenia
sa nieistnienie, wazne zeby wypisaé¢ wszystkie permutacje).

4

Permutacje:
Obroty czworoscianu wzgledem jego wybranej (jednej z 4) wysokosci o 120° i 240°.
Obroty czworoscianu wzgledem prostej przechodzacej przez srodki przeciwlegtych $cian.
Dodatkowo w tabelce umieszczamy jednomian odpowiadajacy danej permutacji. W kaz-
dym jednomianie wystepuja zmienne z;. Jest ich tyle, ile elementéw, ktore kolorujemy. W na-
szym przypadku 4. Dla permutacji o o typie (A1, A2, Az, A4) zmienna z; podnosimy do potegi
A; (w rozkladzie na cykle jest A; cykli dlugodci ).

o jednomian
id zf
01,120 = (234) Z%Z?{
01,240 = (243) Z%Z%
02,120 = (341) Z%Z%
02,240 = (314) Z%Z;
03,120 = (142) 21 23
03,240 = (124) Z%Z%
04,120 = (123) Z%Z%
04,240 = (132) 223
019 = (12)(34) P
01-3 = (13)(24) P
oy = (14)(23) | 25

Rozwazamy nastepujacy wielomian, zawierajacy sume jednomianéw odpowiadajacych
wszystkim permutacjom:

1
PG(217227233'Z4) = @(2% + 8- Z%Zé +3- Zg)
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Aby policzy¢ liczbe réznych kolorowaé spetniajacych podany warunek co do liczby wysta-
pien poszczegdlnych koloréw, podstawiamy z; = uj + uy + uj (zmienne u; sa trzy, bo mamy
do dyspozycji 3 kolory). Otrzymujemy:

1
Po(e1, 22,20, 24) = 75 (1 4 uz + ) 48+ (un +1uz 4 ug) (40 +u3) +3- (uf +u3 +3)?)

Liczba réznych kolorowan, w ktérych kolor zielony wystepuje dwukrotnie, a pozostale
kolory po raz jest réwna wspolczynnikowi w otrzymanym wielomianie przy jednomianie po-
staci u2uousz. Zauwazmy, ze taki jednomian moze zosta¢ wyprodukowany jedynie w wyrazeniu
(u1 + ug + usz)*. Przeksztatémy:

4
(u14+ug+usz)t = (u1+(u2+u3)> = u‘ll+4u‘;’(uz+U3)+6u%(u2+u3)Q+4u1(u2+U3)3+(u2+u3)4

Ponownie jednomian u%uQu;;, otrzymamy jedynie w GU%(UQ + U3)2 i wspotczynnik przy
nim wynosi 12. Dzielac to przez rzad grupy otrzymujemy wynik - jest jedno kolorowanie
speliajace warunki zadania. O

Zadania:

1. Tle jest dwukolorowych naszyjnikéw o sze$ciu koralikach, réznych wzgledem:

a) obrotéw naszyjnika w przestrzeni dwuwymiarowej,
b) obrotéw naszyjnika w przestrzeni tréjwymiarowej wymiarowe;j?

2. Dtlugie przekatne szesciokata foremnego dzielg go na szesé tréjkatow. Kazdy z trojkatéw
kolorujemy na niebiesko, czerwono lub zielono. Ile jest réznych pokolorowan ktoére sa:
a) rozne ze wzgledu na obroty szesciokata na plaszczyZnie,
b) rozne ze wzgledu na obroty szesciokata w tréjwymiarze?

3. Ile jest réznych dwukolorowych naszyjnikow o siedmiu koralikach, takich ze doktadnie
trzy koraliki sa w kolorze bialym? Naszyjniki mozna obraca¢ w trojwymiarze.

4. Ile istotnie roznych naszyjnikéw zlozonych z dwéch koralikéw czerwonych, czterech
bialych i jednego czarnego mozna utworzy¢, jesli wszystkie koraliki musza by¢ wyko-
rzystane? Naszyjniki mozna obraca¢ w przestrzeni tréjwymiarowej.




