Ciagi rekurencyjne Tydzien 8.

TEORIA

Definicje: rownanie rekurencyjne jednorodne; réwnanie rekurencyjne nie-
jednorodne;

Twierdzenia: tw. o rownaniu charakterystycznym; metoda przewidywan
(funkcje wielomianowe i wyktadnicze);

A. ZADANIA NA ¢WICZENIA

A1l Uléz réwnania rekurencyjne spelniane przez ciagi:

(a) a, = An!, A€ R, n >0,
(b) by = (A+ Bn)2", A, BER, n>0.

A2 Rozwigz réwnania rekurencyjne:

A3 Na ile co najwyzej obszaréw moze dzieli¢ ptaszczyzne n prostych?

A4 Niech ¢, oznacza liczbe tadnych kolorowan ptotu o n szczeblach przy
pomocy farb zielonej, brazowej i z6ttej. Kolorowanie uznajemy za tadne,
gdy zadne dwa sasiednie szczeble nie sa z6tte. Utdéz odpowiednig reku-
rencje i rozwiaz ja.

A5 Niech a,, dla n > 1, oznacza liczbe sposobow, na ktoére mozna zapetnié¢
plansz¢ o wymiarach 3xn za pomocg klockow o wymiarach 1x3 i 2x3
(klocki mozna obracaé). Utéz odpowiednia rekurencje.
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B. ZADANIA NA CWICZENIA - JESLI CZAS POZWOLI

B1 Rozwiaz réwnania rekurencyjne:

(a) ap =bay—1 +6a, o+7-6",n>2 ay="7a =15.
(b) apy1 =a2, n>1,a; =2.
2.3

(¢) any1=a;-a,_;,n>1,a1 =1, ay = 2.

B2 Niech ¢,, bedzie n-ta liczba Catalana zdefiniowang nastepujaca rekuren-
cja:

Co — 17
n
Cnt1l = Z ciCn; dla n > 0.
i=0
Uzasadnij, ze liczba Catalana ¢, jest rowna:
(a) liczbie r6znych ukorzenionych, pelmych drzew binarnych o n + 1
lisciach,

(b) liczbie poprawnych nawiasowan wyrazenia 12z ... Tpi1,

(¢) mozliwych kombinacji uéciskéw dtoni wymienionych pomiedzy 2n
osobami siedzacymi wokdt okraglego stotu tak, aby kazdy uscisnat
dton jednej osoby i zadna para rak nie krzyzowata sie z zadna inna,

(d) liczbie réznych ”tancuchéw gorskich” utworzonych przez n ruchéw w
gore ” /"1 n odpowiadajacych im ruchéw w dét ”\”.

B3 Na okregu narysowano n punktéw i wszystkie odcinki pomiedzy nimi.
Na ile co najwyzej obszaréw moga one dzieli¢ koto?

B4 Niech s, (k) bedzie liczba rozsadzen k > 2 pacjentéw w poczekalni, w
ktorej jest n > 2k — 1 réznych krzesel ustawionych w rzedzie, tak aby
zaden pacjent nie siedzial bezposrednio obok drugiego (nie rozrézniamy
pacjentéw). Utéz odpowiednia rekurencje w zaleznosci od parametru k.
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C. ZADANIA DO SAMODZIELNEJ PRACY

C1 Rozwiaz rownania rekurencyjne:

(a> ap = 20,1 + 2an727 n > 27 ap = O: a; = 47
(b) a, =3a,-1 —2a,-2+2n—6,n> 2, ay = 3,a; = 4,
(¢) an = —6a,-1 —9a,_2+16n+8 n>2 ay=4,a; =1,

C2 Pewien profesor wchodzac po schodach ma w zwyczaju wchodzi¢ czasem
po jednym stopniu, a czasem po dwa naraz. Niech p, oznacza liczbe
roznych sposobéw wejscia na schody o n stopniach. Ut6z odpowiednig
rekurencje i rozwiaz ja.

C3 Niech a,,, dlan = 1, oznacza liczebno$¢ zbioru wszystkich liczb n-cyfrowych
utworzonych z cyfr 1, 2, 3, 4 i 5 w taki sposob, ze bezposrednio przed
kazda z cyfr 3, 4 i 5 zawsze stoi cyfra 1. Ut6z odpowiednia rekurencje i
rozwiaz ja.

C4 Utz zaleznosci rekurencyjne dla ciagéw opisanych w nastepujacy sposob:

(a) Niech b, oznacza liczbe kodéw kreskowych grubosci n, ktére skla-
daja sie z naprzemiennych czarnych i biatych paskéw grubosci 1 lub
2, ponadto zaczynaja sie i koncza czarnym paskiem.

(b) Niech ¢, oznacza liczbe sposobéw uzupelnienia szachownicy o wy-
miarach 2 xn za pomocg klockéw o wymiarach 1 x 2 oraz w ksztalcie
"L” (klocek o wymiarach 1 x 3 z doklejonym klockiem o wymiarach
1 x 1). Klocki mozna dowolnie obracac.



