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0 Calka oznaczona - zastosowania
1. Pole figury ptaskiej
(a) Niech I" oznacza krzywa o prametryzacji (z(t), y(t)), t € [t1,t2], gdzie z € C[lthtz] oraz ' (t)y(t) # 0

dla t € [t1,t2] (tj. z jest funkcja monotoniczna, a y ma staly znak). Wowczas pole P figury
ograniczonej krzywa I, osia O, oraz prostymi x1 = x (1), zo = x(t2) wyraza si¢ wzorem:

p— / ()]t

(b) Niech I' oznacza krzywa o prametryzacji r = f(0), gdzie f > 0, gdzie f € Clo,5) 0 <  — a < 27.
Woéwecezas pole P obszaru ograniczonego tukiem f oraz promieniami wodzacymi o amplitudach «, 8
wyraza sie wzorem:

B
P=g [ @)

Zadanie 0.1. Oblicz pola figur ograniczonych podanymi krzywymi a,b > 0
(a) y=22—6x+7,y=3—x

(b) z(t) = acos(t), y(t) =bsin(t); t € [0, 27]

(¢) z(t) = a(2cos(t) — cos(2t)), y(t) = b(2sin(t) — sin(2t)); t € [0, 27]

(d) r(0) = acos®(0); 6 € [0,7]

(e) r(0) = a(l+ cos(8)); 6 € [0, 2]

T

<

2. Dlugosé krzywej

(a) Niech I' oznacza krzywa bez punktow wielokrotnych o prametryzacji (x(t),y(t)), t € [t1,t2], gdzie
T,y € C[l751 ta]" Wowczas dlugosc tuku I wyraza sie wzorem:

¢ /(t))dt

(b) Niech I' oznacza krzywa bez punktow wielokrotnych o prametryzacji r = f(0), f € Cjo,5. Wowczas
dhugosc tuku I" wyraza si¢ wzorem:

B
Lz/’Juwv+mwww

Zadanie 0.2. Oblicz dlugosc podanych krzywych
(a) f(z) =V = €l0,1]
) = acos®(t), y(t) = bsin®(t); t € [0, 27]
(c) r(0) = a(l+cos(8)); 0 € [0, ]



3. Objetosé bryly obrotowej

Niech I" oznacza krzywa o prametryzacji (z(t),y(t)), t € [t1,t2], gdzie z,y € C[ltbtg] oraz z'(t)y(t) # 0 i
y(t) # 0 dla t € [t1,t2] (tj. x jest funkcja monotoniczna, a y stalego znaku). Wowcezas objetosé bryty
obrotowe]j powstalej prze obrot I' dookola osi O, w przedziale x1 = x(t1), z2 = x(t2) wyraza sie wzorem:

S —on / R (tdt

t1

4. Pole powierzchni bryly obrotowej

Niech T' oznacza krzywa o prametryzacji (x(t),y(¢)), t € [t1,t2], gdzie z,y € C[lt1 1) OT8Z 2 (t)y(t) #0 i
y(t) > 0dlat € [t1,t2] (tj. = jest funkcja monotoniczna, a y dodatnia). Wowcezas pole powierzchi bryty
obrotowe]j powstalej prze obrot I' dookota osi O, w przedziale x1 = x(t1), 2 = x(t2) wyraza si¢ wzorem:

S=2r / YOV )+ @)

ty

Zadanie 0.3. Wyzanacz objetosc oraz pole powierzchni (catkowitej) podanych figur:

a

(
(b

) kuli o promieniu R
) walca o wysokosci h i promieniu R
(c) stozka o wysokosci h i promieniu R
)

(d) stozka $cietego o promieniach podstaw r i R i wysokosci h

Zadanie 0.4. Oblicz pola powierzchni i (objetosci) powstalych prze obrét dookola osi O,
krzywych o réwnaniu:

(a) y? = 4az, 0 < 2 < 3a;

(b) 2%+ (y —b)? =a*(a < b)

(C) $2/3 +y2/3 _ a2/3

(d) z(t) = a(2cos(t) — cos(2t)), y(t) = a(2sin(t) — sin(2t)); t € [0, 7]
(e) x(t) = a(2cos(t) + tsin(t)), y(t) = a(sin(t) — tcos(t)); t € [0, 7]



1 Granice i ciggtos$é funkcji wielu zmiennych

Zadanie 1.1. Pokaz, ze funkcja d((z1,v1), (2,92)) = /(22 — 21)2 + (y2 — y1)? jest metryka w R?

Zadanie 1.2. Oblicz granice ciggu:

(a) =, = (”fﬁ,‘féﬁl) L4 1)2n=8 A2 + 3n — 2 — 2n)

Zadanie 1.3. Wyznacz lub uzasadnij, ze nie istniejg granice ponizszych funkcji:

. z2 . sin(z . e v?
(a) (g4 (0.0) 77552 (d) Tim(p 5 (0,0) st (8) 1z, p) (0,0 oy
. 222 . sin(z?4+y>
(b) lim(, 4y (0,0) ﬁ (e) lim(g ) (0,0 W
. (132 .
(c) hm(w,y)—)(0,0) 3627_'_122 (f) hm(gc,y)—>(l,0) (xy +y)1/y

Zadanie 1.4. Zbadaj ciaglosé w calej dziedzinie funkcji:

2 2 #(0,0)

NE"S [ £ (0,0)

(a) f(x,y)—{ ‘67 2 = (0,0) (c) f(:v,y)—{ e 0, 1 v = (0.0)
[E w400 _ [ = £ 00

(b) f(z,y) { g’y v = (0,0) (d) f(z,y) { E)r’y 2= (0.0)

Zadanie 1.5. Oblicz granice iterowane oraz granice funkcji. Co mozemy powiedziec na temat
granicy funkcji majac granice iterowane?

(a) lim(g,y)—(0,0)(x + y) sin % sin - (c) lim(g ) (0,0) * sin(lll)

=

(b) Hm(a:,y)—)(O,O)(x + y)x?mify?



2 Podstawowe zadania z rachunku rézniczkowego funkcji wielu zi-
ennych, rézniczkowaniu zlozenia i r6zniczkowaniu funkcji odwrot-

nej)
2.1 Robzniczkowalnosé funkcji wielu zmiennych

Zadanie 2.1. Pokaz ze funkcja f ma w punkcie (0,0) pochodne kieurnkowe w dowolnym
kierunku, ale nie jest rézniczkowalna w tym punkcie.

2

[ e #00)
@)ﬂ%w{ )

Zadanie 2.2. Pokaz ze funkcja f ma w punkcie (0,0) pochodne czastkowe, ale nie jest nawet
ciggla w tym punkcie.

0, zy+#0
1, zy=0

(wfmwz{

Zadanie 2.3. Zbadaj rozniczkowalnosé w calej dziedzinie funkcji

(a) f(z,y) = Va2 +y?
(b) f(z,y) = Vot +y

CfEm 20,0
@fmw—{ el 0.0

=

Zadanie 2.4. Wyznacz pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach
oraz kierunkach:

(a) f(.CC y) =z? +y27 (x()vyO) = (15 71)7 (
1,1),7= (1,0);

(b) f(z,y) =zny+yhz,(zo,y0) = (

(c) fz,y) = |z —yl, (o, 40) = (1,1),0 = (3,4);

(d) fz,y) =2 +y* + 2zay + 1, (x0, y0) = (1,2),7 = (3, ~1);

(e) f(z,y) = 2lz[ + |yl (xo,y0) = (0,0), 7 = (1,1);

) flx,y,2) = In(x® +y> + 22), (z0, Yo, 20) = (=2,1,2),7 = (1,2,2)

Zadanie 2.5. Oblicz przyblizong wartosc

(1,03)*
(2) % 0.98 ¥/1.05

Zadanie 2.6. Wyznacz réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji

(a) f(z,y) = arctg(y/z) w punkcie (1,1)



Zadanie 2.7. Wyznacz macierz Jacobiego i jakobian odwzorowania
(r, @) = (z(r, &, 9), y(r, ,9), 2(r, ¢,9)), gdzie x = rsin cos ¢,y = rsintpsing, z = rcosy.
Zadanie 2.8. Oblicz pochodng 2/(t) funkcji ztozonej

(a) 2z = e* % gdzie x = sint,y =t (b) z =Y gdziex =e',y=1—e*

Zadanie 2.9. Oblicz pochodne czastkowe z/,, 2/ funkcji zlozonej

(a) z=2a2%y —ay? gdzier =u+v,y =u—v (b) z:§ gdzie x = u? — 3v,y = Vuwv

Zadanie 2.10. Rozwiaz réwnanie ré6zniczkowe czastkowe

(a) yzl, — xz, = 0, gdzie z = z(x,y), przyjmujac nowe zmienne u = x,v = x2 + y°.

Zadanie 2.11. Sprawdz, czy funkcja f(z,y) jest dwukrotnie rézniczkowalna w R2. Jedli tak,
to oblicz rézniczke zupelna 2—go rzedu 9%f.

(a) f(z,y) =e"tV

Zadanie 2.12. Dana jest funkcja f(z,y). Sprawdz, czy pochodne mieszane tej funkcji w
punkcie (0,0) sa sobie réwne.

et 20,0
(a) f(x,y) - { 8? T = (0’0)

~—

2.2 Ekstrema lokalne, warunkowe, globalne

Zadanie 2.13. Wyznacz ekstrema lokalne funkcji:

(a) flz,y) =3(x—1)* +4(y +2)* (f) flz,y) =a® - 2y* — 3z + 6y

(b) f(z,y) =2® + 3zy® — 51z — 24y; (8) flz,y) =2 — 227y +y",

() f(z,y) = a® +y® — 3zy; (h) f(z,y,2) =2 +ay+y* — 222 +22" + 3y — 1;
(d) floy) =2 -4 +1; () fl@y,2) =2 4+ L — g 4222,

(e) flz,y) =2®+2y+y?>—4Inz — 10Iny; G) f(z,y,2) =222 + % — 4o + 222,

Zadanie 2.14. Wyznacz, korzystajac z metody Lagrange’a, ekstrema warunkowe podanych
funkcji przy zadanych warunkach:

(a) f(z,y) = 2% + y? + 42 — 2 przy warunku 222 + y? = 4;
(b) f(% y) = x + y przy warunku ety — zy —1=0;



(c) f(z,y) =y —Inx przy warunku 22 + (y —2)?> =2 =0
(d) f(x,y) =z + 2y przy warunku 2 + y? = 5;

(e) f(z,y) =z +y przy warunku —5 + 1712 =1,

(f) f(z,y,z) = zyz przy warunku z +y + z = 1;

(g) flx,y,2) = +y+ 22 pray warunku 22 + 32 + 22 = 1;
(h) f(z,y,2z) =x +y + z przy warunku zyz = 1.

Zadanie 2.15. Wyznacz najwiekszg oraz najmniejszg warto$é funkcji f na podanym obszarze:

=2" 497 |zl + ]yl <2

=ay. (z—-1)2+y2 <1

)

) =sinxz +siny — sin(x + y) w tréjacie ograniczonym osiami O, O, oraz prosta x + y = 27;

)

) = 22242y +(x—1)?+(y—1)? w trojkacie domknietym o wierzchotkach A(0,0), B(1,0),C(0,1);

Zadanie 2.16

Liczbe dodatnia a przedstaw w postaci sumy takich trzech sktadnikéw dodatnich, aby ich iloczyn byt
najwiekszy.

Zadanie 2.17

Na powierzchni sfery 22 + % + 22 = 1 znajdz punkt dla ktérego suma kwadratow odleglosci od punktow
Pi(x;,yi,2i),1 =1,...,n, jest najmniejsza.

2.3 Funkcje uwiklane
Zadanie 2.18

Pokaz, ze rownanie 22 — xy + y? — 1 = 0 okresla funkcje uwiklana y = y(z) w otoczeniu punktu (1,0).
Oblicz y'(1). Wyznacz wzor funkeji y(z).
Zadanie 2.19

Oblicz pierwsza i druga pochodng funkcji uwiklanej y = y(x) danej réwnaniem In /22 + y? = arctg?.

Zadanie 2.20. Wyznacz ekstrema lokalne funkcji uwiklanej y = y(z) danej rownaniem:

(a) %+ y? — day = 0,

(b) xy? — 2%y = 2a3, gdzie a jest parametrem.



Zadanie 2.21

Oblicz wszystkie pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu funkcji uwiklanej z = z(x,y) danej
réwnaniem x2 + 2y? + 322 + 2y — 2 — 9 = 0 w punkcie (1,-2), (2 = 1).

Zadanie 2.22

Wyznacz ekstrema lokalne funkcji uwiktanej z = z(z, y) danej rownaniem
22+ y? + 2% —rr—yr+ 20+ 2y + 22 = 2.

3 Rachunek calkowy funkcji wielu zmiennych, catka iterowana, twierdze-
nie o zamianie zmiennych

Zadanie 3.1. Oblicz calki:

(a) D jest ograniczony krzywymi y = é, y=x,x =2

2
x
// — dxdy;
DY
R VR2—z2
/ dx/ In (1 + 22 +y?)dy,?
0 0

(c) D jest ograniczony krzywa (22 + y?)? = a?(2? — y?)

// Va2 — 22 — y2dzdy;
D

dy
V2axr—z2

2a V2ar—z2 \4a2—x2—y2
/ dx/ / dz
0 — 0

(e) V jest ograniczony a® < x? +y? + 22 < b?, 2 >0,

///V (@ + ) do

Zadanie 3.2. Znalezé Srodek ciezkosci jednorodnej figury ograniczonej krzywymi:

(a) y=lInz,y =0,z =e. b) 224+ > +22=a>2<0,y<0,2<0



Zadanie 3.3

Zmnalez¢ moment bezwladnosci jednorodnego:
(a) kwadratu o boku a wzgledem wierzchotka;
(b) szescianu o boku a wzgledem wierzchotka;

(c) szescianu o boku a wzgledem osi Oy;

Zadanie 3.4. Obliczy¢ objetosé bryly ograniczonej powierzchniami:

222 +y?) (o) PP +y’ -2y =0,2=2"+y%2=0;

N —

2

‘@

(a) 2% +9%+2% = 2az,2% +y? = 22
+

b) (B+5+3)2= (5 +% -2

¥

b

Zadanie 3.5. Oblicz mase

(a) polkuli wydrazonej o promieniu wewnetrznym r i promieniu zewnetrznym R > r, jezeli gestos$¢ masy
w punkcie jest réwna odleglosci tego punktu od srodka kuli.

(b) kuli o promieniu R, ktorej gestosé masy w kazdym punkcie jest rowna kwadratowi odlegtosci tego
punktu od ustalonej srednicy.

(c) bryly ograniczonej powierzchniami 22 +y2+2% = 8,z = /22 + 2 (dla z > 0), jezeli jej objetosciowa
gestosé masy wyraza sie wzorem p(z,y, z) = /22 + y2.
(d) powierzchni z = (22 +3?), (2 < 1) jesli p(z,y,2) = 2.

Zadanie 3.6. Oblicz pole

(a) plata powierzchniowego wycigtego walcem 2 + y? = a? ze sfery 22 + y? + 22 =r2,0<a < 1.

(b) plata wycigtego z powierzchni z = 1 — 22 — y? przez walec 22 + y? = 1.



4 Calki krzywoliniowe i powierzchniowe
Zadanie 4.1. Oblicz (calka krzywoliniowa zorientowana)

(a) Niech AB bedzie tukiem paraboli 4y = z od A(1,1) do B(4,2).
/ (2% — 2zy)dx + (2zy + y*)dy.
AB
(b) Niech K bedzie pierwszym tukiem cykloidy w kierunku zgodnym ze wzrostem parametru ¢.

/ (2a — y)dz + xdy.
K

(¢) Niech K bedzie zadana w postaci parametrycznej x = Rcost,y = Rsint,z = at/2x,t € [0, 27].

/ yzdr + 2xdy + rydz.
K

(2,m) 2
/ (1—y—2cosg)dx+(sing—gcosg)dy.
( x x T

1,m) z

Zadanie 4.2. Oblicz (calka krzywoliniowa nieskierowana)

(a) Niech K bedzie odcinkiem o koncach A(0,0,0) B(a,b,c)

/ (az? + by + c2?)dl.
K

(b) Niech K bedzie zdefinoowana w nastepujacy sposob K : x = In(1+1t2),y = 2arctgt —t +3,t € [0, 1]

/ ye  “dl.
K

(c) Niech K = {(z,y) e R? : 2y —x +2 =0,z € [0,4]}

/ x — ydl.
K

(d) Niech K bedzie krzywa powstala w wyniku przecigcia si¢ powiezchni 422 = 22 +y? oraz 22 +1y%+52% =

9 (dla z > 0).
/ dl.
K



Zadanie 4.3. Oblicz (twierdzenie Greena)

(a) Niech K bedzie zorientowana dodatnio K : 22 + y? = ax,

/ (xy + 2 +y)de + (xy + = — y)dy.
K
(b) Niech K bedzie brzegiem obszaru D = {(z,y) € R? : x € [0,¢],0 <y < Inz}.
/ Va2 + y2dx + y(zy + In(z + V22 + y?))dy
K
(c) Niech D = {(z,y) e R? : 1 <z < 2,2? <y < e}
/ z? + y3dy
D

(d) Niech K bedzie krzywa z(t) = sint, y(t) = 2arcmn(1§rgl3tflsin2 ) ¢ e o, 7] zorientowang od punktu
(0,0) do (1, %.

/ zydx + (le + cos y)dy
K 2

Zadanie 4.4. Oblicz (calka powierzchniowa zorientowana)

(a) Niech S bedzie dodatnio zorientowana powierzchnia okreslong zaleznogciami z = /a2 — y2, 22 +
y? <1
// ydydr — xdzdx + rydzdy.
s
(b) Niech S bedzie dodatnio zorientowana powierzchnia okreslona zaleznosciami z =z 4y, ¢ <1, y >
1, z4+y <4
// In xdydx + Inydzdx + In zdxdy.
s

(c) Niech S bedzie dodatnio zorientowana powierzchnia okreslong zaleznosciami z = 24/a? + 4y?2, x2+
492 < 4
// (2% + y* + 2%)2dydz>.
s

(d) Niech S bedzie dodatnio zorientowana powierzchnig okreslong zaleznosciami x24-y%+2%2 = 9, z > /5

// zy — 22ydydx + 3y zdzdx — (2 — x)ydxdy.
S

10



Zadanie 4.5. Oblicz (calka powierzchniowa niezorientowana)

(a) Niech S bedzie zdefinoowana w nastepujacy sposob S : z2 + 4% + 22 = R?

//S (z% + y?)dS.

(b) Niech S bedzie czescia powiezchni z = 1y? zawarta miedzy powiezchniami |z| + |y| = 2, z =0,

// 22V/1 + 22dS.
S

(c) Niech S bedzie czworoscianem ograniczonym plaszczyznami c +y+z2=1, 2z =1, 2y =1,2z =1,

//s zdS.

(d) Niech S bedzie czescia powierzchni z = \/9 — 22 — 32 zawarta w walcu 22 + y?> =5

// arctan(z® + y* + 2% — 8)dS.
S

Zadanie 4.6. Oblicz (tw Stokesa, tw Gaussa-Ostrogradzkiego)

(a) Niech C bedzie dodatnio zorientowanym brzegiem trojkata o wierzchotkach (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)

yﬁ z22dx + zy’dy + yz2dz
c

(b) Niech S bedzie wewnetrzng strong powierzchni 2 +y% +22 =1, >0, y >0, 2 >0

// xydydx + yzdzdx 4+ xzdxdy.
s

(c) Niech C bedzie ujemno zorientowana krzywa powstala w wyniku przeciecia walca 2% + y? = 4 i
plaszczyzny x +y+ 2z =1
?g (z + y)dx + sin(y + 2)dy + cos zdz
C

(d) Niech S bedzie brzegiem czworoscianu o wierzchotkach (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1) zorien-

towanym dotatnio
// (z+y+ z)dzdz.
s

11



5 Szeregi liczbowe

Zadanie 5.1. Pokaz, ze szereg jest zbiezny i oblicz jego sume

') Tgqn o] 1 oo 2n—1
(a) Zn:l 2 5+"L4 (b) Zn:l (3n—2)(3n+1) (C) Zn:l 2n

Zadanie 5.2. SprawdZ czy nastepujace szeregi sa zbiezne

() 307 In(1+ 1) () Yoo, costa) (i) Yol 5

(b) Yopo, 2 (f) o0, e (1) o2 e

(c) Yo, w2 DY" () I, L (k) oo (Hg)"
(d) Yoo, o () () 302, ettt (1) 302 (gm)m 2

6 Ciagi funcyjne i Szeregi funkcyjne

Zadanie 6.1. Zbadaj zbieznosé punktowq i jednostajng ciggu funkcyjnego:

(z) = 2n2ze=""*" na [0,1]

() fu(z) = 745z na R (d)

(z) = arctgnx na R

(b) fn(x) = 1+17m na [07 1]

fn
fn
(f) fn(z) = arctgnz na
(c) fa(z) = e DA [0,1], « € {2,4} A

o = (—00,a]l U [a,+0)

Zadanie 6.2. Zbadaj zbieznos$¢ punktowsq i jednostajna szeregu funkcyjnego:

(a) D02, % na R (b) Yonii Ttz nafa,00),a > (¢) YO0 a™(1 —x) na [0,1]
0

Zadanie 6.3. Zbadaj obszar zbieznosci i wyznacz sume szeregu potegowego:

0o n—1,2n oo (n+1)(z+2)" 0
(a) 3°°, ?n+1)4” b) (n41)(z4+2)™ (c) Yoo 277

n=1 2n

Zadanie 6.4. Wyznacz sume szeregu:

)'n.+1

(a) Yoo, S

12



7 Szeregi Taylora, Fouriera, Trygonometryczne

Zadanie 7.1. Rozwin w szereg Taylora funkcje f(x) w otoczeniu punktu z(:

(a) f(2) =Inz wzo =1 (©) f(x) = G w20 =0 (©) f(2) =" wao=2
(b) f(z) = In(2? + 3z +2) w 2 (f) f(z)=sin’z wxo=0
29 =0 (d) f(z)=e™* war=0 (g) f(z)=e"sinz wzo =0

Zadanie 7.2

0, z¢€(—m0)

a) Rozwin w szereg Fouriera funkcj T) =
(3) Rozwi w szereg e s = {0
(b) narysuj wkres sumy otrzymanego szeregu dla wszystkich € R

(c) kozystajac z otrzymanego rozwiniecia oblicz sume szeregu 1+ 45 + o + =5 + . ..

Zadanie 7.3

(a) Rozwint w szereg Fouriera funkcje f(x) = 22 dla x € [—, 7]

(b) narysuj wkres sumy otrzymanego szeregu dla wszystkich z € R
(c) kozystajac z otrzymanego rozwiniecia oblicz sume szeregu 1 + 2% + 3% + 4% +...
(d) kozystajac z otrzymanego rozwiniecia oblicz sume szeregu 1 — 25 + 55 — 75 + ...

Zadanie 7.4

(a) Rozwin w szereg sinusow funkcje f(z) = 7 dla z € (0,7)

(b) narysuj wkres sumy otrzymanego szeregu dla wszystkich z € R

(c) kozystajac z otrzymanego rozwiniecia oblicz sume szeregu 1 — & + 1 — 1 4.
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