Model Blacka - Scholesa
1 Cwiczenia

T
b
Zadanie 1. Niech X = / (W) dW(t),0<a<b iY = /(W(t) —t)dW (t). Obliczy¢ Var(X) i
¢ 0

Var(Y).

Zadanie 2. Niech X = /b F@O)[sin(W (¢)) 4 cos(W (t))]dW (t), f € L*([a,b]), 0 < a < b. Obliczyé
Var(X). ‘

Zadanie 3. Czy proces
t

X, = [eeaw., M)
0
jest martyngalem? Odpowiedz uzasadnij. Oblicz Cov(X;, X;) dla ¢,s > 0.

2 Cwiczenia

Zadanie 4. Niech h : [a,b] — R, 0 < a < b bedzie funkcja ciagla o skoficzonym wahaniu (V2 (h, 1) <
+00). Udowodnij, ze wtedy

b b
/h(t)th = h(t)W; b—/Wtdh(t). (2)
a ¢ a
Zadanie 5. Korzystajac z definicji catki Itd pokazaé, ze
T T
/ 1AW (t) = TW(T) — / W (t)dt. 3)
0 0

Wsk. ¢(b—a) = (db— ca) —b(d — ¢).
Zadanie 6. Korzystajac z definicji catki It6 pokazaé, ze

T T
/ W2(t)dW (t) = 1W3(T) - / W (t)dt. (4)
0 0

"3
Wsk. a?(b—a) = $(b* —a®) —a(b—a)? — 1(b—a)®.

%

Zadanie 7. Niech ¢} = %, obliczy¢ lub pkazaé ze

n—1

Tim > (W) = W) =T w LA(Q). (5)
=0
n—1
Tim STWE) (Wt - W(E)) =7 w L2(9). (6)
j=0



Zadanie 8. Korzystajac z definicji catki Itd pokazaé, ze
r 1 1
/ W)W (1) = JWAT) ~ JT. (7)
0

Zadanie 9. Udowodnij, ze calka stochastyczna z procesu f € M[20 7] nie zalezy od wyboru ciagu

procesow prostych {f, }nen aproksymujacego f.

3 Cwiczenia
3 1 b

Zadanie 10. Niech X = foHdW(t) obliczy¢ Var(X). Czy WyraZeniafWﬁqu(t) 1 [ WedW (1)
0 2 0 2 a

maja sens, jezeli tka to dla jakich parametrow.

t
Zadanie 11. Znalez¢ rozklad zmiennej losowej / W cos(t — s)ds, t > 0.
0

Zadanie 12. Niech k € C'(]0,+00)) bedzie funkcja taka, ze k(0) = 0. Udowodnij, Ze zmienna
¢ ¢

losowa /k’(t — 5)Wsds ma rozklad normalny o $redniej zero i wariancji réwnej /(k(u))Qdu, dla
0 0
kazdego ustalonego t > 0.

Zadanie 13. Wyznaczy¢ te wartosci parametru A € R dla ktoérych
1
/:;*%*Wf/(?f)dwt -0, w L3(Q), (8)
0

gdy e — 0T,
Zadanie 14. Niech g : [0,T] — R bedzie funkcja ciagta. Udowodni¢, ze dla t € [0, T

T o(s)aw, 1 [(g(s))%ds
]E(eo ) =e 0 .

Zadanie 15. Udowodnij, ze dla kazdego t € [0, T]

€

/ W(s)l(_€7e)(W(s))dW(s) 50, (10)
0

w L?(Q), gdy € — 0.

4 (Cwiczenia

Zadanie 16. Niech Wy(t) 1 W(t) beda dwoma niezaleznymi procesami Wienera oraz niech A,, =
{a =ty <t; <..<t,=>b} bedzie podziatem [a,b]. Pokaz, ze

n

> (Wits) = Waltiz1))(Walts) — Walti—1)) = 0, (11)
=1

w Lz(Q) Jeéll HAnH = maxlgign(ti — tifl) — 0.



Zadanie 17. Niech f : [0,7] x [0,T] — R bedzie ciagta funkcja dwoch zmiennych. Zakladamy
ponadto, ze istnieje stala L > 0 taka, ze dla wszystkich ¢, s1,s2 € [0,T]

|f(s1,t) = f(s2,8)] < L|s1 — sal. (12)

Udowodni¢, ze proces (s) = [ f(s,t)dWy, t € [0,T] , ma ciaglta modyfikacje oraz, ze

Ot~

T

T T
/f(s, t)dsdW; = / f(s,t)dW,ds. (13)
0 0

0

St~

Zadanie 18. Niech f,g € M[QO 71 f =g dPxdtpw. Pokaz, ze

/ F(t)dW, = / gO)dW; dP — pn. (14)
0 0

Zadanie 19. Zalozmy, ze f,g € Mfa o] 0 < a < b, oraz, ze dla pewnych stalych C, D zachodzi

réwnosé , ,

Udowodnié¢, ze wtedy C = D oraz f = g — dP x dt p.w.

Zadanie 20. Niech f € ./\/l[zah]7 0 < a < b, oraz niech A bedzie zdarzeniem JF,—mierzalnym.

Korzystajac z izometrii 1t6 pokazaé, ze

b

b
lA/f(t)th = /1Af(t)dwt. (16)

5 Cwiczenia
Zadanie 21. Zachowanie sie cen S; na gieldzie jest modelowane procesem S; = exp(ut + cWy),
gdzie p oraz o # 0 sa ustalonymi parametrami.

(a) Dla x > 0 wyznacz P(S, < z).

(b) Znajdz mediane S; oraz E(S;).

(¢) Znajdz taki warunek na p oraz o, aby proces S; byt martyngatem wzgledem filtracji naturalnej
procesu Wienera W. Nastepnie, przy tym warunku, uzasadnij czy oplacalna jest dtugotermi-

nowa inwestycja na gietdzie tego typu.



Zadanie 22. Niech (W;);>o bedzie procesem Wienera i niech (FV);>o bedzie jego filtracja natu-
ralna. Niech
(72
Sy = Spett =T, (17)

gdzie Sp,0 > 0, u € R i niech (F7);>0 bedzie filtracja naturalna procesu (S;);>0. Udowodnij, ze
FP = F) dla kazdego t > 0.
Zadanie 23. Pokaz, ze dla kazdego n € N
—1
a(w)”) = " gy @)y =2ar 4 n(w (o) aw o). (18)

Uzasadnij, ze dla kazdego n € N proces (W (t))"):c[o,r) nalezy do M[20,T]‘

Zadanie 24. Niech X; = elcos(W;), V; = elsin(W;), Z; = €?'. Pokaz, ze wektor kolumnowy

Vi = [X4, Yy, Zi] spelnia nastepujace stochastyczne réwnanie rozniczkowe

0 -1 0 12 0 0
dVi=|1 0 0 |VidW,+| 0 1/2 0 | Vidt, (19)
0 0 0 0 0 2

z warunkiem poczatkowym Vy = [1,0, 1].

Zadanie 25. Rozwazmy proces X; = [X}, X?] (wektor kolumnowy), gdzie
X} = acos(Wy),
X2 = bsin(Wy),

gdzie a,b > 0 oraz W jest jednowymiarowym procesem Wienera. Korzystajac z formuly Itd pokaz,

ze proces X spelnia nastepujace stochastyczne rownanie rézniczkowe

1 0 —a/b
dX; = — = X,dt + oSO (20)
2 b/a 0
z warunkiem poczatkowym X, = [a, 0].
Zadanie 26. Rozwazmy proces [t6
dX(t) = ax ()X (t)dt + bx () X (¢)dW (). (21)

Pokaz, ze kazdy z ponizszych procesow jest procesem It6 i znajdz jego forme:



Zadanie 27. Niech
dX =axXdt+ bx XdW, (22)
dY = ayYdt+ by YdW. (23)
Pokaz, ze kazdy z ponizszych proceséw jest procesem Ito i znajdz jego postaé:
(a) Z=XY, (b)Z=Y/X.

Zadanie 28. (i) Niech T' > 0 i niech dla funkcji ¢ : R — R istnieje stala K > 0 taka, ze dla
wszystkich z,y € R zachodzi

l9(z) —9(y)| < K|z —yl. (24)

Udowodnij, ze funkcja ¢ : [0, T] — R okreslona wzorem ¢(t) = E(g(W(t))) jest ciagta na [0, T).
(ii) Korzystajac z formuty Ito oblicz E(sin(cW;)) oraz E(cos(oWy)) dla t > 0 oraz o # 0.
Zadanie 29. Niech W7, W5 beda niezaleznymi procesami Wienera. Rozwazmy procesy It6 postaci:

dX1 = aldt+011dW1 +012dW2, (25)
dXQ = agdt + 021dW1 + (TQQdWQ. (26)

Korzystajac z wielowymiarowej formuly It6 znajdz rdézniczke stochastyczng dZ procesu Z(t) =
F(X1(t), X2(t)) dla

(a) F(.Tl,xg) = T1Z2, (b) F(xl,xg) = l‘lemQ,Ulg = 091 = 0.
Zadanie 30. Rozwigz Stochastyczne Rownanie Rozniczkowe korzystajac z formuly It6 dla podanej
funkcji.

1 dX(t) = 28t + ZLdW(t), X(0) = 0. Podpowieds: F(t,x) = %

2. dX(t) = X3(t)dt + X2(t)dW (t), X(0) = 1. Podpowiedz: F(t,xz) = .

Czy rozwiazanie istnieje w dowolnym przedziale czasowym
3. dX(t) = (a—bX(t))dt + c dW(t), X(0) = zg, a,b,c € R,z € R.Podpowieds: F(t,x) = e"x.

4. dX(t) = 1b(X ()Y (X (t))dt + b(X (t))dW (t). Podpowieds: F(t,x) = ffo ﬁds, gdzie b jest
funkcjaq rézniczkowalng.

Zastosuj podang metode dla funkcji b(z) = 2°.

6 Cwiczenia

¢ ¢
Zadanie 31. Niech bx,by € P[%)’T] i niech X (¢t) = /bx(s)dW(s), Y(t) = /by(s)dW(s), t € [0,77.
0 0
Udowodnij, ze
¢
[X,Y](t) = /bx(s)by(s)ds, te[0,7T]. (27)

0



Zadanie 32. Niech (X(t))i>0 1 (Y (¢))t>0 beda dwoma martyngatami wzgledem pewnej filtracji

(Ft)e>0, catkowalnymi z kwadratem i o ciagtych trajektoriach. Udowodnij, ze proces
XY (t) - [X,Y](t), t =0, (28)
tez jest martyngatem wzgledem filtracji (F;);>o-

Zadanie 33. Korzystajac z twierdzenia Levy’ego udowodnij, ze proces

¢
M, = /sgn(Ws)dWs, t>0, (29)
0

jest procesem Wienera wzgledem filtracji naturalnej procesu {W,};>o.

Zadanie 34. Niech W, = [Wt(l), Wt(z), Wt(?’)] bedzie tréjwymiarowym procesem Wienera oraz niech
t t

Y, = / cos(WYyaw ) + / sin(WE)aw®, t e [0,T). (30)
0 0

Czy {Yi}ecjo,r) jest jednowymiarowym procesem Wienera wzgledem filtracji naturalnej procesu
{Wt}te[O,T]?

Zadanie 35. Niech W;,W; beda niezaleznymi procesami Wienera. Udowodnij, ze proces

X (t) = aWq(t) + bWa(t), t > 0, jest jednowymiarowym procesem Wienera wtedy i tylko wtedy, gdy
2412

a”+b° =1

Zadanie 36. Niech f € M[207T], M(t) = fot f(s)dW (s). Udowodnij, ze M?(t) — fg f2(s)ds jest

martyngatem.

Zadanie 37. Niech b € LF) 1, M(t) = exp(—3 fot b2 (s)ds — fot b(s)dW (s)). Udowodnij, ze M (t) jest

martyngaltem.

7 Cwiczenia - Twierdzenie Girsanova

Zadanie 38. Niech {W(t)};c0,2] bedzie jednowymiarowym procesem Wienera na przestrzeni proba-
bilistycznej (2, F,P). Korzystajac z twierdzenia Girsanova udowodnié, ze proces Y (t) = W (t)+t—t>
jest procesem Wienera na (€, F, Q) z miara probabilistyczng Q okreslona nastepujaco
2
Q(A) = ¢~ 109/5 [, (1,4 exp{ll W) - 6/5W(s)ds}>, AeF. (31)
0

Zadanie 39. Korzystajac z twierdzenia Girsanova obliczy¢ E(W2eW1—2) oraz E(Wie"1) dla t €

0,1].



Zadanie 40. Niech {W(t)}+c(o,1) bedzie jednowymiarowym procesem Wienera na przestrzeni prob-
abilistycznej (2, F,P). Korzystajac z twierdzenia Girsanova znajdz gestos¢ rozktadu W (2/3) wzgle-
dem miary probabilitycznej dQ = W=z qp.

Zadanie 41. Korzystajac z twierdzenia Girsanova rozwiaza¢ uktad rownan

(32)

dX1(t) = Xo(t)dt + dW (1),
dXa(t) = (X () — 1)dt,

gdzie {W (t)}1>0 jest jednowymiarowym procesem Wienera.

8 Cwiczenia

Zadanie 42. Rozwazmy nastepujaca strategie: z(t) = V(0)/S(0) dla t € [0,t1), z(t) = 22(0) dla
t € [t1,t2) 1 z(ta) = 0, gdzie V(0), S(0) sa znane, 0 < ¢; < ta—ustalone. Wyznaczy¢ proces y tak
aby strategia (z(t),y(t)) byla samofinansujaca. W modelu Blacka—Scholesa z danymi p, o, r jakie
jest prawdopodobieristwo, ze y(t2) < 07

Zadanie 43. Obliczy¢ E(S(t)|FY), dla 0 < u < t, gdzie S(t) = e "*S(t),
S(t) = S(0)exp((n — %O’)t + oW (t)) oraz F}V = o(W(u)|0 <u <t),te0,T].

Zadanie 44. Znajdz rownania, ktore spelniaja funkcje

t — E(S(t)), (33)
t — Var(S(t)), (34)
gdzie proces {S(t)}1>0 spelnia rownanie
dS(t) = pS(t)dt + o S(t)dW (1), (35)
S(0) =S > 0. (36)

Zadanie 45. Rozwazmy alternatywny model, w ktoérym ceny akcji opisuje proces Ornsteina—

Uhlenbecka {51 (t)}+>0 spelniajacy rownanie
dS1(t) = p1S1(t)dt + o1dW (t). (37)
(i) Korzystajac z formuly It6 rozwiaz réwnanie (37).
(ii) Znajdz réwnanie jakie spelnia proces {S?(t)}+>o.

(iii) Znajdz prawdopodobieristwo zdarzenia, ze w pewnym momencie t; > 0 cena akcji bedzie

ujemna, tzn.: obliczy¢ P(S1(t1) < 0).



Zadanie 46. Niech X i Y beda dwoma procesami [t6 postaci
dX(t) = ax(t)dt + bx (t)dWs,
dY (t) = ay (t)dt + by (t)dWy, t>0,

gdzie {W;}i>0 jest jednowymiarowym procesem Wienera. Stosujac formule Ito do (X (t) — Y (t))2,

udowodnij, ze jezeli X =Y, to wtedy ax = ay oraz bx = by.

Zadanie 47. Rozwazmy model rynku, w ktérym ceny akcji i bonu maja dynamike:

dS; = uSydt + oSy dWy, p,0 € R, (38)

dBt = T’Btdt, r € R. (39)

Pokaz, ze cena w momencie ¢ opcji europejskiej, o momencie wygasniecia T i wyplacie h(St), wynosi

f(t,Sy) gdzie f = f(t,x) € C12([0,T] xR) jest rozwigzaniem nastepujacego réwnania rézniczkowego
czastkowego:

1
ft(tvx) = _§U2x2fzz(tvx) - ’I"(Efm(LiC) + ’I“f(t7$), (tax) € [OvT] X Rv (40)
f(T,z) =h(z), x € R. (41)

Zadanie 48. Rozwazmy model rynku, w ktérym ceny akcji i bonu maja dynamike:

dSt = ,LL(t, St>dt + O'(t, St)th, (42)
dBt = ’f’(t7 St)Btdt, (43)
gdzie wspotezyniki p, o, : [0,7] x R — R sa takie, ze powyzsze stochastyczne rownanie rézniczkowe
ma doktadnie jedno rozwigzanie. Pokaz, ze cena w momencie ¢t opcji europejskiej, o momencie

wygasniecia T i wyptacie h(St), wynosi f(t, S;) gdzie f = f(t,x) € C12([0,T] xR) jest rozwiazaniem

nastepujacego réwnania rézniczkowego czastkowego:

fi(t,x) = —%az(t,x)fm(t,x) —r(t,x)xf(t,x) +rtz)f(t,x), (t,2) €[0,T] xR, (44)
f(T,z) =h(x), z €R. (45)

Zadanie 49. (i) Znajdz rozwiazania rownania z Zadania 47 postaci

f(tx) = o(z), f(t,z) =) (46)

7 jakimi warunkami koncowymi h : R — R mozesz rozwigza¢ réwnanie , jesli rozwiagzania
szukasz w postaci f(t,z) = ¢(x) + 9 (t)?

(ii) Znajdz rozwiazania rownania z Zadania 47 postaci f(t,z) = ¥ (t)¢(x). Z jakimi warunkami

koncowymi h : R — R mozesz teraz rozwiazaé¢ rownanie (40])?



Zadanie 50. Z jakim warunkiem koricowym h : R — R funkcja f(t,z) = 2z — Ke "T=Y) K € R,
spelia réwnanie ? Korzystajac z wyznaczonego h udowodnij formute Put-Call Parity

Ci—P, =5 —Ke ™™t 0,1, (47)

dla europejskiej opcji put P, = (K — Sy)™ i call C; = (S; — K)T o terminach wygasniecia 7T

Zadanie 51. Rozwazmy model, w ktérym akcja wyplaca dywidende w stalym tempie, ktore jest
proporcjonalne do ceny akeji. Tzn. jesli mamy a; jednostek akcji w przedziale czasu t € [o, 3],

wowcezas catkowita kwota z tytutu dywidendy wynosi

B
TD / atSydt, (48)

(03

gdzie stata rp jest nazywana stopa dywidendy (dividend yield). Model nalezy wéwczas zmody-
fikowaé nastepujaco:

dSt = (/J — TD)Stdt + O'Stth. (49)
Pokaz, ze cena w momencie ¢ opcji europejskiej, o momencie wygasniecia T i wyplacie h(St), wynosi
f(t,Sy) gdzie f = f(t,x) € C12([0,T] xR) jest rozwigzaniem nastepujacego réwnania rézniczkowego

czastkowego:

fe(t,z) = *%J2$2fmz(t,$) —(r—rp)xfe(t,x) +rf(t,x), (t,2) €[0,T] x R,
f(T,z) =h(z), x € R.

Zadanie 52. Rozwazmy model rynku, w ktérym ceny akcji i bonu spelniaja rownania

dSt = TtStdt + O'Stth, (oS R+7 (50)
dB; = ryBydt, (51)

gdzie krotka stopa procentowa r = r; jest nie losows funkcja ciagla. Rozwazmy opcje, ktéra w mo-
mencie T wyplaca ST, n € N. Przyjmujac, ze cena opcji w momencie ¢ € [0, T] wynosi h(t,T)S7, dla
pewnej funkeji h(t, T) rozniczkowalnej w sposob ciagly ze wzgledu na ¢, znajdz rownanie rozniczkowe

jakie spelnia funkcja h(t,T) ze wzgledu na zmienna ¢ i rozwiaz je.
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