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1 Wstep
Dynamike rozprzestrzeniania sie choroby zakaZnej opisuje model SIS
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Zakladamy ze suma nosicieli choroby (u) i 0s6b zdrowych/narazonych (z) jest stala i réwna N (liczba
0s6b w populacji), wobec tego mozna rozpatrywaé tylko jedno réwnanie

du

i (t,u) = (BN — y)u — pu? (2)
ktore jest nieliniowe. Pozostale parametry: § czestoéé¢ kontaktéw oséb zarazonych ze zdrowymi,
Sredni czas trwania choroby. Rozwiagzanie analityczne
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Roéwnanie 2 rozwiazemy uzywajac schematow niejawnych: trapezéw i nRK2.

2 Metoda trapezéw

W schemacie trapezéw
At

5 (b un) + f(tnsr, tn)] (7)

w chwili ¢,, (aktualnej) nie jest znana warto$¢ f(t,41,un+1) poniewaz nie znamy uy,41. Wartosé u, 11
w kazdym kroku wyznaczymy iteracyjnie

Up+1 = Up +

1. Metoda Picarda. Jako punkt startowy (u - numer iteracji) wybieramy



a nastepnie iteracyjnie poprawiamy rozwiazanie

At
Uﬁﬂ = Un + Lf (tny un) + f(tny1,up )] 9)
co daje przepis
At
s =+ S [(w, - Bul) + (e — Bluly,))] (10)

gdzie: a = BN — ~.
Jako warunek stopu przyjmujemy: |uﬁﬂ —ub 41/ <TOL i p < 20. Po uzyskaniu samouzgodnienia
przechodzimy do kolejnej chwili czasowej i powtarzamy iteracje, az do uzyskania n = 1,4, czyli

t = tmaz-

2. Iteracja Newtona. Réwnanie (7) zapisujemy jak réwnanie nieliniowe (przenosimy prawa strong
na lewa i przyréwnujemy calosé do zera)

At

F(un—i—l) = Up+1 — Un —

2 [f(trhun) + f(tn+la un+1)] =0 (11)

ktére bedzie prawdziwe gdy znajdziemy jego pierwiastek (un41 traktujemy jako zmienna). W
tym celu stosujemy metode Newtona (tez iteracyjna)

F(uny1)

pt+l _ p n+1

Up+1 = Upt1 — dF (tn 1) (12)
dun+1

un+1:UZ+1
co prowadzi do wzoru iteracyjnego
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(13)

gdzie: a = BN —v. W metodzie Newtona punkt startowy oraz warunek stopu sa identyczne jak
w metdzie Picarda.

3. Zadania do wykonania.

e Przyjaé¢ nastepujace wartosci parametrow: § = 0.001, N = 500, v = 0.1, tyq: = 100,
At = 0.1, ug = 1 (conajmniej jeden osobnik musi by¢ zarazony), TOL = 1075, 1 < 20.

e Rozwiazaé réwnanie (2) stosujac metode trapezéw z iteracja Picarda (wzér 10). Sporzadzié
wykresy u(t) oraz z(t) = N — u(t) i umiescié je na jednym rysunku.(25 pkt)

e Rozwigzaé réwnanie (2) stosujac metode trapezéw z iteracja Newtona (wzor 13). Sporzadzié
wykresy u(t) oraz z(t) = N — u(t) i umiesci¢ je na jednym rysunku.(25 pkt)

3 Niejawna metoda RK2

Uzyjemy dwuodstonowej metody RK o tablicy Butchera
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c1lan aig 5— % : 1- %
claz1 azz _ 14148 4 (14)
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Do rozwigzania réwnania du/dt = f(t,u) uzywamy dwéch réwnan predyktora (niejawne)

Ui = u,+ At [a171f(tn + c1 At, U1) + a1,2f(tn + co At Ug)] (15)
Uy = wu,+ At [a271f(tn + c1 At, U1) + ang(tn + co At Ug)] (16)

ktore po wstawieniu do rownania korektora daja rozwiazanie w chwili n + 1
Up+1 = Up + At [blf(tn + c1At, Ul) + bgf(tn + co At Uz)] (17)

Aby znalezé U; i Us, réwnania predyktora zapiszemy jako uktad réwnan nieliniowych, ktéry rozwia-
zemy metoda Newtona. Dla chwili ¢, 11 wyglada to nastepujaco

F(U,Us) = Ui —up— At a11(ali = BUT) + a15(al — BU3)| (18)
Fy(Ur,Us) = U=y — At |az1(Uy = BUE) + az(al — BU3))| (19)
W metodzie Newtona kolejne przyblizenia (u - numer iteracji) maja postaé
Uttt = U+ AU (20)
Ukttt = Uk + AU (21)

gdzie AU; i AUs sa rozwiagzaniami uktadu réwnan liniowych (wyjasnienie na wykladzie)
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o elementach macierzowych

mip = 251 =1—-Atayi(a—206U;) (23)
mie = 252 = —Ata2(a —20U3) (24)
mo1 = 25? = —Atas;(a—26U1) (25)
mog = ggz =1— Atags(a—20Us) (26)

Rozwigzanie uktadu znajdziemy stosujac np. metode wyznacznikowa

AU, — Fy-myo—F1-mao (27)
| =
M1 M2 — Mi2 - M2

AU, — Fi-moq1— Fy-ma; (28)
, =
m1,1 - M2 — M2 - M2

Jako wartoéci startowe w kazdej iteracji przyjmujemy: Ul =0 — y, oraz U¥ =0 — .
Zadania do wykonania.
e Przyjaé nastepujace wartosci parametrow: § = 0.001, N = 500, v = 0.1, tpq = 100, At = 0.1,

up = 1 (conajmniej jeden osobnik musi byé zarazony), TOL = 10~°, 1 < 20.

e Rozwigza¢ réwnanie (2) stosujac metode niejawna metode RK, tj. zastosowaé wzér korektora
(17) w ktérym Uy i Us wyznaczane sg w kazdym kroku iteracyjnie wedlug wzoréw (20, 21) oraz
(27, 28). Sporzadzi¢ wykresy u(t) oraz z(t) = N — u(t) i umiesci¢ je na jednym rysunku.(50 pkt)



