Projekt 3: RRZ - kontrola kroku czasowego w problemach sztywnych.
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1 Wstep
Na zajeciach rozwigzemy réwnanie rézniczkowe 2 rzedu oscylatora Van der Pola
d’x 9, dx
ﬁ—a(l—x)a—i—x:O (1)

RRZ 2 rzedu zamieniamy na uklad 2 RRZ 1 rzedu (wprowadzajac nowa zmienna dz/dt = v):

dx
- flt,z,v)=v (2)
% = g(t,z,v)=a(l —2?)v—=z (3)

Taki uktad RRZ 1 rzedu rozwiazemy stosujac metode jawng RK2 i metode niejawng trapezow.
Dla a = 0 problem sprowadza sie do problemu oscylatora harmonicznego, natomiast dla o >> 1
problem staje sie sztywny. Z tego powodu problem rozwiagzemy kontrolujac krok czasowy.
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Rysunek 1: Rozwiazanie w przestrzeni fazowej V(z) dla parametru o = 0.2; 1; 5. Warunki poczatkowe:
x =0.011V = 0. Niezaleznie od WP, rozwiazanie zawsze bedzie dazy¢ do ustalonej trajektorii (istnieje
atraktor).

2 Kontrola kroku czasowego

Jedli znamy rozwiazanie w chwili ¢, to rozwiazanie w chwili ¢,,2 mozemy uzyska¢ na dwa sposoby.
Pierwszy sposéb to oczywiscie wykonanie jednego diugiego kroku o dlugosci 2At ktore daje nam

rozwiagzanie 3:;1422 rozniace od doktadnego o pewien blad lokalny:

Zaok(tnta) = 21y + CL2AHPT 4+ O(APT2) (4)



gdzie: p oznacza rzad metody (dla RK2 p = 2, dla trapezéw p = 2). Mozemy tez wykonaé¢ dwa krétsze

kroki co At i otrzymac lepsze rozwigzanie x512+)2 co da nam inny blad lokalny:

Zaok(tnta) = )y + 20, (AP + O(AP+2)

()

Stala bledu C, wyznaczamy odejmujac od (5) réwnanie (4). Nastepnie mozemy okresli¢ blad rozwia-

zania uzyskanego w dwoch krokach (dla x i V):

+1 33(212 - x(lJ)rz
_ P _ n n
E, = 20,At =~ o1
+1 U(az - U(ljzz
o p _ n n
E, = 2C,At’P™ = BT

i wykorzystaé¢ go do modyfikacji kroku czasowego:

S - tol >p+1 At
max (| Exl, [Ey|) stary

Atnowy = (

gdzie funkcja max(a, b) zwraca wieksza z dwoch poréwnywanych liczb.

(6)
(7)

(8)

Ogdlny algorytm numerycznego rozwiazywania réwnania rézniczkowego z doborem kroku czasowego:

inicjalizacja: t=0,At=Aty, Ty =20, Un =700, tmaz
DO
//stawiamy dwa kroki At
(2)

(957(12_21, v, 11) < schemat_numeryczny(zy, vy, At, a)

(:L‘S_?_Q, 01(12_&2) — schemat,numeryczny(azf_i)_l, Ug)_l, At, «)

//stawiamy jeden krok 2-At

(375122, 1)7(122) — schemat_numeryczny(Ty, vp, 2 - At, a)

liczymy: E,, L,

//sprawdzamy czy wynik jest akceptowany
IF (max(|Ey|, |E,|)<TOL) THEN
t=1t+2-At

2

(2)

Un = Upy2
zapis danych do pliku: t,At, z,, v,
END IF

//zmiana kroku nastepuje zawsze

1
— (__sTOL _ _\p¥T
At = (ma;r(\ExHEvD) At

ENDDO WHILE (t<tmaz)



2.1 schemat_numeryczny: metoda trapezow

Chcemy wyznaczy¢ 2 rozwigzania tj. 41 1 vne1 dla tpy1:

At
Tp+l = Tp+ 7[]0(%17 vn) + f(@nt1, Vnt1)] 9)

At
Upt1l = Up+ ?[g(xnavn) + 9(Tnt1, Vnt1)] (10)

Problem jest dwuwymiarowy wiec definiujemy dwie funkcje nieliniowe:

At
F=x,y1—x,— 7[,}0(1“’”7”“) + f(xn—i-la 'Un-‘rl)] (11)

At
G =vp41 — vp — 7[9(%,%) + 9(Tn+1, Vn+1)] (12)

Rozwijajac funkcje F(zp414+Ax, vpy1+A0) i G(zpy1+Az, vy41+Av) w szereg Taylora z doktadnoscia
do wyrazow liniowych uzyskamy:

oF oF

F(xpi1 + Az, vp1 + Av) = F(xpg1,Vn41) + %Aaz + %Av (13)
oG oG

G(zn1 + Az, vpp1 + Av) = G(Tnt1,vn1) + %Afﬂ + %AU (14)

Z zalozenia metody Newtona wynika ze F'(z,,11+Ax, v,41+Av) = 0oraz Gz, 41+Az, v, 11 +Av) =0,
wiec rozwiniecie mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej

OF oF
][ ][

83’/’77,«%1 8U'n,«&»l

Elementy macierzy uktadu A (gérny indeks k to numer iteracji):

OF
aj; = =1 16
H axn—i—l ( )
OF At
_ —__= 17
2 Ovpy1 2 ( )
oG At
az = Dmin = —7(—2awﬁ+1v5+1 -1 (18)
0G At kA2
@2 = G 1- The [1 (Th+1) } (19)
(20)
Rozwigzanie ukladu 2 x 2 znajdujemy metoda wyznacznikows:
Ag = T2 = (ZG)ar (21)
a11a22 — 12021
-G) — -F
Ap — a11(—G) — ax (—F) (22)
a11a22 — (12021
a nastepnie poprawiamy rozwigzanie
xf:& = ah  +Ax (23)
RN (24)

Na starcie przyjmujemy: x¥ 41 = T i 00 11 = Up, a nastgpnie iteracj¢ prowadzimy az do spelnienia
warunku: |Az| < i |Av| < dlaé = 10710,



2.2

schemat_numeryczny: metoda RK2

Obliczenia prowadzimy sekwencyjnie

3

1.

& & A& M o N » o o

kiz = f(tm Tn, Un) = Un (25)
k1w = g(tn,Tn,vn) =a(l — mi)vn — Ty (26)
kaw = f(tn+ Atz + Atkig, vy + Atkyy) = vy + Atk (27)
kaw = g(tn + At,xp + Atkyy, vy + Atkyy,) (28)
= a [1 — (20 + Atlm)ﬂ (vn + Atkyy) — (25 + Atkyy) (29)
At
Tpyl = Tp+ ?(klx + k;2:):) (30)
At
Up4+l = Un+ ?(klv + k2v) (31)

Zadania do wykonania

Zaprogramowa¢ metody: trapezéw i RK2 jako dwie osobne procedury. Do procedur przekazuje-
my: Xn, Un, At, o; a majg zwracaé: Tpni1, Unil-

. Zaimplementowaé algorytm kontroli kroku czasowego.

. Przyja¢ parametry startowe: zo = 0.01, v9 = 0, Aty =1, S = 0.75, p = 2 (rzad dokladnosci obu

metod), tymaer = 40, a = 5.

. Rozwigzaé réwnanie (1) metoda RK2 z kontrola kroku czasowego dla parametru TOL = 1072;107°.

Wykonaé rysunki: z(t), v(t), At(t) i v(x). Wykresy tej samej wielkosci dla obu wartosci TOL
umiesci¢ na jednym rysunku (beda 4 rysunki). (50 pkt)

. Rozwiazaé¢ réwnanie (1) metoda trapezéw z kontrola kroku czasowego dla parametru TOL =

1072;107°. Wykonaé rysunki: z(t), v(t), At(t) i v(x). Wykresy tej samej wielkoéci dla obu
warto$ci TOL umiesci¢ na jednym rysunku (beda 4 rysunki). (50 pkt)
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Rysunek 2: Wyniki dla metody trapezdw
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Rysunek 3: Wyniki dla metody RK2
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