Projekt 4: Réwnanie Poissona - relaksacja globalna i lokalna.
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Rysunek 1: Geometria obszaru i siatki obliczeniowej, w ktérym rozwiazywane jest réwnanie Poissona.
Dla j = 0 oraz j = n, nalozone s3 WB Dirichleta, natomiast dla ¢ = 0 oraz : = n, WB sg typu von
Neumanna. W §rodku obszaru umieszczone sg dwie gestoéci tadunku p™ i p(2.

Na zajeciach wyznaczymy rozktad potencjalu w obszarze pokazanym na rys.1 metoda relaksacji
globalnej i lokalnej oraz sprawdzimy ich wydajnos¢.

1.1 Dyskretyzacja

Punktem wyjscia jest réwnananie Poissona w 2D
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Aby zdyskretyzowaé réwnanie wprowadzamy siatke wezléw i okreslamy wielkosci na siatce (zakladamy
ze w calym obszarze € = const)

r — x;=Azxz-i, 1=0,1,2,...,n, (2)
y — yi=Ay-j, j=0,1,2,...,ny (3)
Viz,y) — Viziy) =V, (4)
pla,y) — plxi,y;) = pij (5)

Zakladamy
Arx=Ay=A (6)



i dyskretyzujemy réw. Poissona stosujac tréjpunktowy symetryczny iloraz réznicowy dla kazdego wezta

siatki (%{ _ %>

Vit —2Vig+ Vi, n Vigt1 = 2Vig+Vij1 _ pijg (7)
A2 A2 €

Réwnanie (7) przeksztalcamy tak aby element V; ; uzalezni¢ od pozostalych
1 A?
Vig =7 (Vitri +Vicrg +Vig + Vg + — iy (8)

1.2 Relaksacja globalna

W relaksacji globalnej operacje wykonujemy na dwéch tablicach potencjatu: starej V* (elementy stj)
i nowej V™ (elementy Vﬁj) Jedna iteracja w metodzie relaksacji globalnej sktada si¢ z 3 etapow.
Najpierw wyznaczamy wszystkie elementy (poza brzegowymi) w nowej tablicy

1 A? i=1,2,...,n, —1
Vil = 4< i1y T Vit + Vi T Vi +€Pi,j>v =120, 1 (9)

nastepnie w V" uwzgledniamy WB Neumanna (WB Dirichleta uwzgledniane sa automatycznie)

‘/g}j - Vf}j’ j:1,2,...,ny—1 (10)
VTZCJ = V"Zc—lyj’ j:1,2,...,ny*1 (1]_)

i na koficu mieszamy ze soba oba rozwiazania
Vi=(1l-wg) Vi4+ws V" wge(0,1] (12)
po czym wykonujemy kolejne iteracje wedlug powyzszego opisu.

1.3 Relaksacja lokalna

W relaksacji lokalnej operujemy na jednej tablicy V', a postepowanie w jednej iteracji jest dwuetapowe.
W pierwszym kroku modyfikujemy elementy

wy, A2 1=1,2,...,n, — 1
Vig = —w)-Vig + 4 (Viﬂ’j TVt Vigat Vigoa ot EPi,j) i =1,2,... ,nz -1 (13)
dla warunku wy, € (0,2),
a nastepnie uwzgledniamy WB von Neumanna
Vo = Vi, j=1,2,....n,—1 (14)
Vnz,j == Vnz_l,j7 j = 1, 2, ceey Ny — 1 (15)

1.4 Warunek stopu

Dla réwnania Poissona definiujemy catke funkcjonalna

S://da:dy (;EQ—p'V) (16)



ktorej wartos¢ osiaga minimum dla potencjatlu V bedacego doktadnym rozwigzaniem tego réwnania.
W wersji zdyskretyzowanej catkowanie zastepujemy sumowaniem po weztach
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W relaksacji globalnej i lokalnej, zmiany potencjalu w kazdej iteracji beda zmienia¢ wartoéé¢ S do
chwili gdy rozklad przestrzenny potencjalu ustabilizuje sie (inaczej: zmiany beda niewielkie). Dlatego
jako warunek stopu przyjmiemy spelnienie warunku

‘Si —Si-1| _ror (18)

Sit—1

gdzie: it - numer iteracji, TOL - mata liczba.

2 Zadania do wykonania

1. Przyjmujemy nastepujace wartosci parametréow: ¢ = 1, A = 0.1, n, = 150, n, = 100, Vi = 10
(WB na dole), Vo = 0 (WB na gérze), Tmaz = ANy, Ymaz = A - ny. Gestosé definiujemy

nastepujaco
Xr — 035 * Tmazx 2 - 05 " Ymax 2
V() = (+1)-eap [—< P o) W00 i) ] (19)
x Yy
2 — 0.65 - Zaz)? — 0.5 Ymaz)*
pP(z,y) = (-1)-exp l—( — Ll Ugy ) ] (20)
x Yy

oraz o; = 0.1 Ziaz, 0y = 0.1 Ynmas -

2. Rozwiazaé réwnanie Poissona metodg relaksacji globalnej dla wg = 0.6, 1.0. W obu przypadkach
na starcie przyja¢ V = 0 w calym obszarze (poza gérnym i dolnym brzegiem). Jako warunek
stopu wykorzystaé réwnania (17) i (18) z parametrem TOL = 1078, N jedym rysunku umiescié
wykresy zmian calki funkcjonalnej S = S(it) dla obu przypadkéw. (30 pkt) Narysowaé mape
zrelaksowanego potencjatu V(z,y) oraz bledu rozwiazania 6 = V2V (z,y) + p(z,y)/e. (30 pkt)

3. Rozwiazaé¢ réwnanie Poissona metoda relaksacji lokalnej dla wy = 1.0, 1.4, 1.8, 1.9. W kazdym
przypadku na starcie przyja¢ V = 0 w calym obszarze (poza gérnym i dolnym brzegiem). Jako
warunek stopu wykorzystaé¢ réownania (17) i (18) z parametrem TOL = 10~%. Na jednym rysunku
umiesci¢ wykresy zmian calki funkcjonalnej S = S(it) dla wszystkich rozwazanych przypadkéw.
(40 pkt)



