Projekt 6: Réwnanie Poissona - rozwiazanie metoda algebraiczna.
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Rysunek 1: Geometria uktadu i schemat siatki obliczeniowej (docelowej). Potencjaly Vi, Va, V3, V)
okredlaja warunki brzegowe Dirichleta, p1, ps to gestosdci tadunku, €1, €5 - state dielektryczne w obszarze
lewym i prawym. Potencjal w 4 naroznych czerwonych weztach nie wplywa na rozwiagzanie i moze mieé
w nich dowolna wartosc.

Na zajeciach rozwiazemy rownanie Poissona dla uktadu pokazanego na Rys.1 postepujac nastepu-
jaco: i) zdyskretyzujemy rownanie na regularnej siatce przy uzyciu ilorazéw réznicowych, ii) zapiszemy
réwnanie jako uklad réwnan liniowych z macierza rzadka, iii) uklad réwnan rozwiazemy stosujac me-
tody dla macierzy rzadkich.

Ogdlne réow. Poissona dla obszaru obejmujacego rézne wartosci statej dielektrycznej

VeVV = —p (1)

zapisujemy jako
eVAV +Ve-VV = —p (2)
Dyskretyzujemy réw. Poissona stosujac ilorazy réznicowe: 327’; = % (doktadnoéé O(Az?))

oraz % = % (gorsza doktadno$é O(Az) ale skok e dokonuje si¢ na jednym oczku siatki). Przyj-
mujemy oznaczenia

Ar=Ay=A

r=A-1i, i=0,1,2,...,n,
yi=A-j, j=0,12,...,n,
Vi(z,y) = V(zi,y;) — Vi
p(x,y) — p(xi,y;) = pi
e(z,y) — e(wi,yj) — €ij
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woéwcezas réwnanie zdyskretyzowane ma postaé
A Vigry —2Vig+Vie | Vi =2V + Vi
Ry A2 + A2
n (5i+1,j — iy Virrg = Vi Sigr — €ij Vigin — Vzg>
A A A A
= —pij (9)

1.2 Algebraizacja r6wnania

Roéwnanie (9) zapiszemy w postaci macierzowej. Najpierw dokonamy reindekscaji weztéw, wezty po-
numeryjemy tak aby kazdemu odpowiadal jeden indeks (1) zamiast dwéch (i,j)

I = i+j-(ng+1), (i=0,1,....,ny 7=0,1,2,...,ny) (10)
I = 0,1,2,....,N—1, N=(ng+1)-(ny+1) (11)

przejscie w druga strone | — (4, 7) (przydatne np. przy sprzadzaniu map potencjatu)

j = floor ( > (wyznaczamy czes¢ catkowita) (12)
ng +1
i = 1l—j-(ng+1) (13)
Réwnanie (9) zapiszemy w postaci macierzowej (algebraicznej)
AV =b (14)
w ktorej mnozenie l-tego wiersza A przez 1% przebiega jak ponizej

ai-ng—1 " Vieng—1 T ai-1 - Vicr +aig - Vi + aigr - Vier + @i +1 - Vieng+1 = b (15)

a elementy macierzowe sa zdefiniowane nastepujaco

€l
all—n,—1 = E (16)
€l
al7l_1 = E (17)
2e1 + €141 + Elgng+1
ayg = - A2 (18)
€l+1
api+1 = F (19)
El4ng+1
(Il,l-‘rnz-‘rl = +An2+ (20)

Macierz ukladu jest macierza rzadka, 5-przekatniowa (zob. Rys.2).
Zmiane stalej dielektrycznej w przestrzeni okresla ponizsza relacja

€1, 1<n:r/2
= 21
“l { €2, i>nx/2 ( )

1.3 Warunki brzegowe Dirichleta

Zastosujemy warunki brzegowe Dirichelta tj. ustalone wartosci potencjatu w weztach lezacych na brze-
gu obszaru (rys. 1). Dla wezla lezacego na brzegu (indeks k na rys.2) WB wprowadzamy nastepujaco:

Al k—np—1 = Ok k—1 = A k+1 = Ok k4n,+1 = 0 (zerowanie wiersza poza diagonala) (22)
apr = 1 (diagonala) (23)
b, = Vp (warto$é potencjatu na danym brzegu) (24)



Rysunek 2: Macierz ukltadu jest macierza rzadka 5-przekatniowa.

2 Zadania do wykonania

Macierz ukladu zapiszemy w formacie CSR (compressed sparse row) indeksujac elementy zaczynajac
od 0. Uktad rozwigzemy stosujac metode GMRES uzywajac procedury numerycznej napisanej w jezyku
C. Aby sprawnie rozwigzaé¢ problem prosze postepowaé wedlug ponizszych wskazéwek

1.

Ustalamy poczatkowe wartoéci parametrow: A = 0.1, n, =ny, =4, e1 =2 =1, V1 = V3 = 10,
V2 = ‘/4 = _107 p1($7y) = Pzy = 07 N = (n$ + 1)(”3/ =+ 1)

Tworzymy 3 wektory definiujace macierz uktadu: a,ia,ja oraz wektor wyrazéw wolnych b i wektor
rozwiazan V gdzie:

e a to wektor typu double o 5 - N elementach (niezerowe wartosci el. macierzowych)
e ja to wektor typu int o 5+ N elementach (przechowuje informacje o numerach kolumn)

e ia - wektor typu int, ilo$¢ elementéw N +1 (wskazniki do elementéw rozpoczynajacych dany
wiersz). Uwaga: po utworzeniu wektora ia wszystkie jego elementy wypelniamy wartoscia
—1.

e biV to wektory typu double o N elementach

Wyznaczamy niezerowe elementy macierzy A oraz wektora wyrazéw wolnych b uwzgledniajac
WB Dirichleta zgodnie z algorytmem przedstawionym w sekcji (3). W celu sprawdzenia popraw-
noéci wypelnienia macierzy A i wektora b nalezy zapisaé je do pliku, podajac niezerowe elementy
l,i1, 71, a[l] (dla macierzy) oraz [, i, j;, b[l] (dla wektora). 20 pkt.

Rozwiazujemy uklad réwnan z macierza rzadka stosujac procedure (dolaczyé pliki: mgmres.c i
mgmres.h)

void pmgmres_ilu_cr( int N, int nz_num, int ial[]l, int ja[l, double
double V[], double b[], int itr_max, int mr, double tol_abs,
double tol_rel )

Opis znaczenia argumentéw znalez¢é mozna w pliku mgmres.c. Wraz ze zmiang n, i n, zmieniajg
sie: N - rozmiar ukladu (wzér 11) oraz nz_num - ilo$é¢ elementéw niezerowych w macierzy A
(przedostatnia instrukcja w algorytmie w sekcji 3), dla pozostalych parametréw mozna przyjaé
nastepujace wartosci: itr_maz = 500, mr = 500, tol_abs = 1078, tol_rel = 10~8.

Sporzadzi¢ mapy potencjalu dla e; = e = 1, V) = Vg = =V = =V, = 10, p() = p& =0 i
trzech siatek: a) n, = ny = 50, b) n, = ny, = 100, c) n, = n, = 200. 50 pkt.

Ustalamy warto$ci parametrow: n, = n, = 100, Vi = V3 = Vo = Vi = 0, Tpaz = A - ng,

all,



Ymaz = A - Ny, 0 = ZTmaz/10 oraz

xr — U. - 2 — V.0 2

p(l)(x’y) _ (+1) - exp (_( 0 2052 max) _ (y 0 E;Qymaw) ) (25)
z—0.75 2 —-0.5- 2

pP(z,y) = (=1)-exp <—( & 752 mae)” (=0 i2 Y] ) (26)

Znalez¢ rozklady potencjatu dla 3 przypadkéw: a) e; = 1ieg =1, b) g1 = 11ey =2 oraz c)
€1 = 11 ey = 10. Za przedstawienie 3 map potencjatu 30 pkt.

3 Algorytm wypelniania macierzy rzadkiej w formacie CSR + WB
Dirichleta

Po utworzeniu tablic: a, ia, ja oraz wektora wyrazéw wolnych b, ich elementy wypelniamy zgodnie z
ponizszym algorytmem

inicjalizacja: k=-1 //numeruje niezerowe elementy A
FOR 1=0 TO 1<N STEP 1 DO

int brzeg=0 //wskaZnik potozenia: O-$rodek obszaru; l-brzeg
double vb=0. //potencjal na brzegu

IF (i==0) THEN //lewy brzeg
brzeg=1
vb=vl

END IF

IF (j==ny) THEN //gérny brzeg
brzeg=1
vb=v2

END IF

IF (i==nx) THEN //prawy brzeg
brzeg=1
vb=v3

END IF

IF(j==0) THEN //dolny brzeg
brzeg=1
vb=v4

END IF

//wypetniamy od razu wektor wyrazdéw wolnych

b[l]=‘0§D+p?5; //jesli w Srodku jest gestosé
IF (brzeg==1) THEN

b[1]=vb; //wymuszamy warto$S¢é potencjatu na brzegu
END IF

//wypetniamy elementy macierzy A



ia[ll=-1; //wskaznik dla pierwszego el. w wierszu

//lewa skrajna przekatna
IF(1-nx-1>=0 AND brzeg==0 )THEN
k++
if (ia[l]<0)ialll=k
alkl=ay; pn,1
jalkl=l—n, —1
ENDIF

//poddiagonala
IF(1-1>=0 AND brzeg==0 )THEN
k++
if (ia[l1]1<0)iall]l=k
alkl=a; ;1
jalkl=l—-1
END IF

//diagonala

k++

if(ial[1]<0)ialll=k

IF (brzeg==0) THEN
alk] =ar;

ELSE
alk]=1

END IF

jalk]l=l

//naddiagonala
IF(1<N AND brzeg==0 )THEN
k++
a[k]=au+1
jalkl=l+1
END IF

//prawa skrajna przekatna
IF(1<N —n; —1 AND brzeg==0 )THEN
k++
alkl=ayiin,+1
jalkl=l+mn,+1
END IF

END DO

nz_num=k+1 //ilosc niezerowych elementow (1 element ma indeks 0)
ia[N]=nz_num

4 Przykladowe rozwigzania
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Rysunek 3: n; = n, = 50, p(l) = p(2) =0,e1=62=1

nx=ny=100, el=1, e2=2
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Rysunek 4: n,; = n, = 100, pM = pR) £0,e; =1, 9 =2



