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Rysunek 1: Geometria uktadu przez ktéry przepltywa ciecz lepka. Z lewej strony Wejscie ($cianka A),
z prawej Wyjscie ($cianka C). Szarym kolorem zaznaczono nieprzepuszczalne $cianki, ktore stanowia
brzeg ($cianki: B, D, E, F)

Na zajeciach naszym zadaniem bedzie rozwiazanie uktadu réwnan Naviera-Stokesa

V3 = ¢ (1)
i = oS- 2)

dla uktadu pokazanego na rysunku (p - gesto$é, p - lepkosé, ¢ - funkcja wirowosci, ¥ - funkcja stru-
mienia).

1.1 Dyskretyzacja

Wprowadzamy siatke réwnoodlegtych weztow

Azx = Ay=A (3)

r = x;=A-1, i=0,1,2,...,n4 (4)

y = yi=A-j5, j=0,1,2,...,ny (5)
Y(z,y) = P(xi,y;) = Yiy (6)
C(r,y) = (i, y5) = Gij (7)



W réwnaniach (1) i (2) pochodne zastepujemy ilorazami réznicowymi centralnymi [df /dx = (fiy1 —
fi=1)/(2A), A% f /dz?* = (fit1—2fi+ fi—1)/A?] i przegrupowujemy wyrazy tak aby 1; ; oraz (; ; wyrazié
za pomoca pozostatych wyrazéw

Vi = i (¢i+1,j + i1+ i1 F i1 — AQCi,j) (8)
1
Gj = 1 (Git15 + Gim1j + Gijr1 + Gij—1)
= O Wit = i) (G = Gorg) = Wisns = i) Gon = Gl (9)

Uklad réwnan (8) i (9) rozwiazemy metoda relaksacji Gaussa-Seidla. Uwaga: parametr ) wprowadza-
my do réownania (9), aby zapewni¢ stabilnos$¢ relaksacji.
1.2 Warunki brzegowe

Zakladamy ze predkosé cieczy [‘7 = (u,v)] na wejéciu/wyjsciu ma tylko jedna niezerowa skladowa
Vivejwy = (Uwe jwy; 0)- Korzystajac z wykladu mozemy zapisaé

Que

Uwe = 20 (y_yjl)(y_yny) (10)
Uy = %Zyy(y—yny) (11)

przy czym gradienty ci$nienia Qe 1 Quy musza sie réznié, bo przekroje na we/wy sa rézne. Korzystajac
z zasady zachowania masy (strumien wplywajacy=strumien wyplywajacy ) [, . Uwedy = fwy Uy dy
dostajemy warunek

Yo, = Y — BYpYn, + 3Y5 Yn,

wa = Que 3 (12)
Yr,
1.2.1 WBdla ¢
e brzeg A (wejscie)
Que |¥° ¢ . o
wo,j: 27; 3_5(%14‘2/%)4‘1/%13/% ) 7’:07]:]17"'any (13)
e brzeg C (wyjscie)
Q y3 y2 Que - y2' (_yjl + 3yn ) . .
wnx?]zziwﬂy g_?yny + = 12N 2 9 1:nx,j:0,1,...,ny (14)

Uwaga: drugi wyraz w réwnaniu (14) zapewnia sklejanie si¢ WB w wezlach (n4,0) i (ng,ny).
Otrzymujemy go z warunku ¢,¢(0, y;, ) = Ywy(2n,,0).

e brzeg B
¢i,ny = wo,ny) 1= 1a 2a ceey Ny — 17 ] =Ny (15)

e brzeg D
Yio =Yoj, 1=11,-..,ne —1,5=0 (16)

e brzeg E
Yirj=%04, t=i,j=1...,5 (17)

e brzeg F
wi,jl :w(],jl? Z.:lv"wilvj:jl (18)



1.2.2 WB dla ¢

e brzeg A (wejscie)

Q ‘ o
Co,j: QZe(Qy_yjl_yny)v 2:0732317-'-7ny (19)
e brzeg C (wyjscie)
Q . .
an,j:ﬁ(zy_yny% Z:nwa]:oa---vny (20)
e brzeg B
2 .
Ci,ny = E[wi,ny—l - w’iﬂ’LyL L= 1) ceey Mg — 1 (21)
e brzeg D
2 . .
Gio = xzlWia = Yiol, i=d1+ 1. ng (22)
e brzeg E
2 ) .
Girg = qalir1g — Vgl 7=1...51-1 (23)
e brzeg F
2 . .
Gign = E[wimﬂ —Yin), i=1,...0 (24)
e wierzcholek E/F
1
Ciujl - §[Ci1—1,j1 + Cihjl—l] (25)

2 Algorytm relaksacji rownan NS
Zgodnie z réwnaniem (1) mozemy zapisaé:

V- (=36 (26)
Wartos¢ parametru § powinna male¢ w trakcie relaksacji teoretycznie do zera, co mozemy wykorzystaé
do kontroli zbieznosci, np. catkujac btad w wybranych weztach

Ne—1

U= [Wir1ge T Yi1gs + Vigar1 + Vigoo1 — Wiy — A%Cigp), G2 =1 +2 (27)
=1

Relaksacje mozna przeprowadzié¢ opierajac sie na ponizszym pseudokodzie (z kontrola btedu I' - wy-
Swietlana na ekranie)

ustalamy WB:
FOR IT=1 TO IT_MAX STEP 1 DO

IF(IT < 2000) THEN

Q=0
ELSE

Q=1
END IF

FOR i=1 TO nx —1 STEP 1 DO
FOR j=1 TO ny —1 STEP 1 DO
IF(  (i,j) # BRZEG ) THEN
wi,j = wzér (8)



END

Ci,j = wzér (9)
END IF
END DO
END DO

modyfikacja WB: (
kontrola btedu: T

DO

3 Zadania do wykonania

1.

W obliczeniach nalezy uzy¢ wartosci parametréw: A = 0.01, p =1, u = 1, n, = 200, n, = 90,
i1 = 50, j1 =55, IT_MAX = 20000

Napisa¢ dwie funkcje, w ktérych zmieniane bedag WB dla ¢ i (.
Zaimplementowaé algorytm relaksacji réwnan NS.
Uwaga: dla it < 2000, zakladamy ze 2 = 0 co oznacza, ze wylaczamy chwilowo drugi wyraz

w réw. (9), bo moze on powodowaé niestabilnosé. Dla it > 2000, gdy ¥ i ¢ w pewnym stopniu
sie ustabilizuja, wlaczamy ten wyraz (€2 = 1) do obliczen i kontynuujemy relaksacje.

. Wykonac relaksacje réwnan NS dla Q = —1000. Po jej zakonczeniu sporzadzié¢: wykres konturowy

¥, wykres konturowy ¢, mape rozkladu skladowej poziomej predkosci u(z,y) = 9¢/dy, mape
rozkladu sktadowej pionowej predkosci v(x,y) = —0v/dx. (60 pkt)

Wykona¢ relaksacje réwnan NS dla Q = —4000 i sporzadzi¢ rysunki jak w poprzednim punkcie.
Dobraé tak ilo$¢ konturéw aby na wykresie ¢ byl wyraznie widoczny wir. (30 pkt)

Wykonaé relaksacje réwnan NS dla @ = +4000 (odwracamy przeplyw: ciecz plynie w lewo).
Sporzadzié¢ wykres konturowy v - czy wir utworzy sie przed przeszkoda? (10 pkt)



