Roéwnania rozniczkowe czgstkowe (RRC2z)

— réwnanie eliptyczne
— roéwnanie Poissona

1. Klasyfikacja RRCz, przyktady
2. Metody numerycznego rozwigzywania rownania Poissona
a) FFT (met. bezposrednia)
b) metoda réznic skonczonych
c) ukfad réwnan z jawnie zdefiniowang macierzg
d) metody iteracyjne bez konstrukcji macierzy:
- metoda Jakobiego, Gaussa-Seidla, zbiezno$¢
- catka dziatania
- relaksacja, nadrelaksacja

- metoda zageszczania siatki
- relaksacja wielosiatkowa



Réwnania rézniczkowe czastkowe — klasyfikacja rownan

Ogodlna posta¢ RRCz 2 rzedu zaleznego od n zmiennych

z€R", np. z=(x,y,21t)"

ou ob;u ou
_;1(% (aw@ ) Z(@zz +Cz(9zz>+a0u_f

i zaktadamy u = u(z) cC” C; = G (z) e C!
Qi ; = ai,j(z) S o ag = CL()(Z) e (C
Zaktadajac, ze: veR", v #0 wowczas RRCz jest:
* eliptyczne jesli UTA’U > () (A jest dodatniookreslona)

T
 paraboliczne jedli: U Av >0 A rank{A, b, C} —n
* hiperboliczne jesli wartosci wiasne A:
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Przyktady RRCz

Eliptyczne - rbwnanie Poissona

z=(x,y,2

)T B (92u 4 82U L .
or2  Oy?2  022)

—V?

= f

0%u

Opisuje rozwigzania stacjonarne. Gdzie sie pojawia?

* Rozktad potencjatu elektrycznego (grawitacyjnego)

—V-eVu=Ff

f A

€ - ,stala” dielektryczna (w okreslonych podobszarach Q), f -gesto$¢ tadunku (masy)

* stacjonarne rozwigzania réwnania dyfuzji (s — zrodio ciepta)

T
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« Jedno z réwnan Naviera-Stokesa (stacjonarny przeptyw cieczy lepkie))
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Paraboliczne - réwnanie dyfuzji ciepta
(k — wsp. przewodnosci cieplnej, S — zrodio ciepta )
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oT
— — V- kVT =-S5 A= 0100 A =0
ot 00 10]|7"
0 0 0 0y
Tl T2
4 zmienne niezalezne - ale mamy
- S tylko 3 pochodne 2 rzedu w rownaniu
Hiperboliczne - rownanie falowe 9
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0u 1 g2_gutry
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Opisujg drgania mechaniczne np. membrany w 2D (f — wymuszenie, [ - ttumienie )

lub rozchodzenie sie fal elektromagnetycznych np. w Swiattowodzie
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Eliptyczne RRCz na przyktadzie réwnania Poissona

Aby rozwigzanie rownania eliptycznego byto jednoznaczne musi ono spetnia¢ okreslone
warunki na brzegu obszaru

— rozwigzujemy tzw. problem brzegowy RRCz. Ur=0
Typy warunkow brzegowych (I" - brzeg):

1. Dirichleta .
* jednorodne ’LL’F =0 -

u-=C(r)

* niejednorodne 74 ’ =

2. Neumanna

ou
on|p

3. mieszane (Robina)

AN
(45 ) = W00 — 0=C)




Metoda réznic skonczonych w 1D/2D

Wprowadzamy siatke przestrzenng
z rownoodlegltymi weztami

Rozwigzania u(x) poszukujemy
w potozeniach weztowych.

Dyskretyzujemy row. Poissona zastepujgc
pochodne ciggte ilorazami roznicowymi
(np. 2 pochodna - iloraz trojpunktowy
symetryczny)

1D
Viu(z)
u(x) = u(x;) = w
p(z) = p(xi) = pi
0°u
2
Vu(r) = 0 =~ p(a)
Up—1 — 2-up +upp1

xy=h-l, [=0,N—-1
Up Uy Uy UN-1
e—o o o o 0o o 0 0 o
Xo X ‘? XN-1
2D
() w(z,y) = ul@, ;) = u,y
p(x,y) = p(T1,Y5) = pr;
0’°u  O%u
\VE&: = —— 4+ — = —p(x,
u(@) =55+ 07 p(z,y)
U1, — 2 Upj + Uy,
Az?
Upj—1—2-uwj w4




Rozwigzywanie réGwnania Poissona przy uzyciu FFT (fast Poisson solver)
Przypomnienie - FFT w 1D:

U] - wartosci potencjatu w weztach sieci proste;

U ] -wartosci potencjatu w weztach sieci odwrotnej (transformata)

2T
k = —M -Il—h l l,n:O,l, ,N—l
" N-h
Yj = gm=0,1,... .M —1
N-—1 N—1 N-—1
]_ ~ 1 ~ - N 27 ]_ ~ 2mnl
1D — u; = N g U, et — N et Nt — N Upe' N
n=0 n=0 n=0
N—1M-1
2D ]_ ~ j 27nl ,LQTl'mj
g = g 2 2
n=0 m=0
N—1M-1
]_ ~ ; 2nnl 7:271'7%]
i NM mm€ ST



Po wstawieniu transformat odwrotnych do zdyskretyzowanego réwnania Poissona:

Up—1,5 — 2 - Upj + U1,

Upj—1 — 2 U+ U jy1

Az Ay? PL.g
dla Ax = Ay =h otrzymujemy
PR .27tn(—1) .27t (41) .27rm(—1) .27m(+1) -
un,m<ez N —2+4+¢7 N e M —24¢ )—pn,m
korzystajac z relacji  €** 4+ e~ ¥ = 2cos(x)
otrzymamy

-~ 2
a . pn,mh
g 2mn 2mm
2 (COST + cos= 1~ — )

— rozwigzanie uzyskamy wykonujac transformacje odwrotng (poprzedni slajd)

- jest ono periodyczne

U, = UWi+N,j = Ul j+M

- czy istnieje problem dla m=n=07? (zero w mianowniku) —

nie poniewaz przyczynek od k =k =0 pochodzi od funkcji statej,
ktdorg mozemy dodac do naszego rozwigzania (tak aby spetniato np. WB)




Warunki brzegowe:

- jednorodne WB Dirichleta U} ;T = 0 wéwczas stosujemy transformacje sinusowg
(u=0 przy I=0,N oraz j=0,M)

N—1M-1 l ,
A . . ° mwn : Wm]
Prm = ) Zpl,ysm(N)Sm(M)
=1 j7=1
Stosujac zdyskretyzowang postaé row. Poissona korzystamy z relacii

sin(x +y) + sin(x — y) = 2sin(x)cos(y)

co prowadzi do wyrazenia

Hnm = 2 (cos —I—COSW — )

Po obliczeniu wszystkich Un,m dokonujemy transformacji odwrotnej potencjatu

N—-1M-1

g =3 X 3 tnnsin () sin (73)



Warunki brzegowe cd.:
-~ hiejednorodne Dirichleta np. u(xmaw, y) = ub (y) | jednorodne w pozostatejczesci brzegu
Rozwigzanie mozna zapisaC w postaci (zasada superpozyciji)

uw=u + ub

Z warunkami
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Po wstawieniu u do zdyskretyzowanego r. Poissona dostaniemy

Vi = -Vl —p

/ / / / / / L

_ b b b b b b 2
o= (g 2 gy g 2w g ) — R

Wktad od u_pochodzi tylko od weztow I=N-1 lezacych na prawym brzegu
(zaktadamy ze poza brzegiem u =0)

Czyli modyfikujemy tylko prawg strone réwnania (gestos¢) — dalej postepujemy jak w przypadku
warunkéw jednorodnych Dirichleta.
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Warunki brzegowe cd.:

— warunki von Neumanna

ou
onl. = Cr(r)
By
- dla jednorodnych warunkéw v.N. ou
stosujemy transformacje kosinusowa, = 0
ktéra automatycznie spetnia WB on r
~ 2
a _ pn,mh
nm — 27N 27Tm
2 (cos =t + cos =3 —2)
N M .
2 N mnl ™M}
Uujp :—E E Uu COS | —— | COS | —/——
7 NM o N M

N =

p € ()
pel
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— hiejednorodne WB. Neumana

np. na prawym brzegu

Znowu zaktadamy postac¢ rozwigzania na brzegu

Z warunkami:

ou’
ox

=0

IN-—-1

un_1 70

ou

=
ou
9z . —O(y)

uw=1u +u"

niezerowy wktad do wartosci

+ znikanie pochodnej

= jednorodne WB v. Neumanna
= transformacja kosinusowa

B

UNj — UN—2;

B

_ UN;

uﬁ’j #£0

Znika wartos¢ na
brzegu, ale daje
wktad do pochodnej

B

ouP o
ox -
IN—-1

un # 0
B B
Un_9,Un_1 =0

2h

%

2h
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Do réwnania réznicowego

/

/ / / / / _
Up—,j = 25 Wy U = 2U 5 U =
_ b b b b b b 2
== (o 2w ) = 2w ) = R
wstawiamy dla I=N-1 B __ .
(pozostate wyrazy =0) UN,j = QhCJ

I otrzymujemy réwnanie ze zmodyfikowang prawag strong
dla transformacji kosinusowej:

/ / / / I ' K2, .
Wyt W o T — A =20 C50N—1 — hTp

~~
/
fl,j
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Zalety:

— metoda szybka (jedynie FMG moze byC szybsza)
| bezposrednia (daje wynik po skonczonej liczbie operaciji)

— dobrze dziata na siatce prostokatnej

- transformacje wykonywane na jednej tablicy potencjatu
(potrzebujemy jeszcze 2 tablice dla prawej strony RRCz)

Wady:

- zastosowanie tylko do obszarow o regularnych ksztattach:
prostopadtoscian, sfera, cylinder

- nie uwzglednia powierzchni brzegowej w srodku np. elektrody wtozone do

obszaru, w ktdrym szukamy potencjatu

Biblioteki: Math Kernel Library (Fortran, C/C++) — Fast Poisson Solver
(wykorzystuje pakiet FFTW)
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Jeszcze o metodzie bezposredniej rozwigzywania r. Poissona.

Skorzystajmy ze zdyskretyzowanej postaci rownania w 1D

Up—1 —2-up+ U4

— generuje ono jedno réwnanie dla ustalonej wartosci .

Zapisujac je dla 1=0,2,3,...,N-1 otrzymamy ukiad rownan

przykiad Au =0>
2 -1 0 0 | [ w | [ A%p;
—1 2 —1 0 U2 A2p2
0 -1 2 -1 us || A2ps
i 0 0 —1 2 ] i Uy | i A2,04

- Jak wprowadzi¢ warunki brzegowe?

16



Uwzgledniamy warunki brzegowe:

- Dirichleta (3 kroki)

1)&2','7':0, dlaj:1,,N

2) a; ; — 1
’ \
— von Neumanna
np.: na prawym brzegu
du UN — UN_1
dz{,_, h

—un—1 +un =hDpn

Uy
U
us

Uq
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Posta¢ macierzowa operatora Laplace'aw 2D i 3D

V2U(£L', y) — _10(337 y)

. A=
2D rT=x; 1=1,2,...,n,
y:yz7 j:1727...’ny
2
Ui—1,5 F Wig1j + Uij—1 + Ui g1 — 4uij = =A% pg

reindeksacja weztow

5 przekatnych:

l=i4+((—1) ng,

[=1,2,...,N, N =mn4-ny

2
U—n, +U—1 — 44U + U1 + U, = —A%py

3D (analogicznie )

2=z, k=12 ...

7nZ

=1+ —1) -ny+(k—1) ng-ny,

7 przekatnych:

Ul—nyn, + Ul—n, T U—1 — 06U +upp1+

2
+ Ul4+n,, + Ul+n,n, — —A Pl

18



Kiedy optaca sie rozwigzywa¢ réw. Poissona znajdujac rozwiazanie Ax=b?
- tylko wtedy gdy uzywamy algorytmow dla macierzy rzadkich

- w 1D UARL rozwigzemy przy uzyciu LU dla macierzy tréjdiagonalnych
z naktadem ~O(n)

- w 2D UARL tez rozwigzemy stosujac LU ale dla macierzy piecioprzekatniowych

- w 3D mozna stosowac
i) LU jesli liczba weztow jest mata

i) iLU jako preconditioner dla metod iteracyjnych (BiCGStab,GMRES, TFQMR itp.)

19



Metody iteracyjne

Punktem wyjécia jest uktad réwnan Ar =»b
(jeszcze w postaci macierzowej)

Ktory rozwigzywac bedziemy iteracyjnie :l?k+1 — ka +c

M jest macierzg iteracji, ktora posiada wartosci i wektory wtasne

M’UZ' = )\lvi
p(M) — ma’x{p‘l‘? ‘)‘2‘7 SR |)‘n|}

Metoda iteracyjna jest zbiezna wtedy i tylko wtedy,
gdy promien spektralny spetnia warunek

p(M) <1

Co dajg metody iteracyjne:
— jedli M jest macierza rzadka to koszt jedne;j iteracji jest rzedu O(n), dla petnej macierzy O(n?)
- jesli rozwigzanie startowe jest ,bliskie” dokladnemu to iloSc¢ iteracji moze by¢ mata (rel. wielosiatkowe)

— zazwyczaj prosta konstrukcja macierzy M, a w przypadku row. Poissona nie trzeba
jej nawet tworzyc (zysk w postaci ograniczenia zajetej pamieci)

- jak w kazdej procedurze iteracyjnej moga jednak wystgpi¢ problemy ze zbieznoscig, zbieznosc silnie
zalezy od postaci macierzy iterujgcej/schematu relaksacyjnego

20



Zbieznos¢ metody iteracyjnej

Zatozenia:

Az o, = b

2t — M2k e

Dla przepisu iteracyjnego mamy

k| btad w k-tej iteracii

k
T =Tgor T €

1 1
xk—i_ = Tdok + ek+ — M(xdok + ek) +c

|\

(Mz 4o, + ¢) + Me"

k+1 k
p(M) <1 e"" = Me
ek-i-l _ Mk—l—le()
Mamy dostepng baze w o . 0 _ Z .
postaci wektoréw wiasnych M: Mv; = \; € C;V;

)

eftl = Mktlel — E Aty = lim "' =0

Metoda powinna byc¢ zbiezna, ale jaka bedzie szybko$¢ zbieznosci
do rozwigzania doktadnego? - zalezy od postaci M 21




Konstrukcja macierzy iterujacej

Zatozenia: 1) Ar=b — mk‘H — M.’l)k 1Le
2) zbieznosé: p(M) <1
3) tempo zbieznosci Ro = —logio (P(M))
A=B+C
(B+C)x =05

Bxr=b-Czx B '/
x:=—B 'Cx+B'b
M=—-B'C, e=B""'b

Metoda Jakobiego: A=D+L+U

A

diagonala macierz mgcierz
trojkatna trgjkatna
dolna gorna

B=D, C=L+U

22



Metoda Jakobiego cd. (warunki brzegowe Dirichleta — niejawne)

B:D_l —

C=L+U=

Uim1 — 2 Ui + U1 = —p; - B
2 -1 0 0 0 0 ]
-1 2 -1 0 0 0
0 -1 2 -1 0 0
0 0 -1 2 -1 0
o 0 0 -1 2 -1
o 0 0 0 -1 2 |
-2 0 0 0 0 O
0O -2 0 0 0 O
0O 0 -3 0 0 0
o 0 0 -3 0 0
0 0 0 —5 0
o 0 0 0 0 -1
0 -1 0 0 0 0 ]
-1 0 -1 0 0 0
0 -1 0 -1 0 0
0 0 -1 0 -1 0
0o 0 0 -1 0 -1
0o 0 0 0 -1 0

Up Uy Uy UnN-1
@ @ @ o—© o—0 @ @
Xo X ‘? XN-1
0 1/2 0 0 0 0
/2 0 1/2 0 0 0
o 1/2 0 1/2 0 0
M=-D"HL+U) =
0 o 12 0 1/2 0
0 0 o 1/2 0 1/2
0 0 0 0 1/2 0
Przepis iteracyjny (macierzowy):
"t = D YL +U)x"+ Db
Przepis dla pojedynczego wezta siatki
-~ to wzér relaksacyjny:
1 1
kE+1 __ k k _ 2
Ti T (g +2i4q) + P h .




0.35

Otrzymalismy wzor relaksacyjny dla metody Jakobiego . L e e i
0.25 — 4 N\ _
k+1 1 k k 1 2 02 - ‘/ .\b i
L; = 5 (337;_1 + $i+1) + §pz - h o1s |- e
01 4  zanika e
oo La wolno

05 -@
- nie musimy juz konstruowa¢ macierzy oL 1 1 T

(ta ma prostg konstrukcje, a jej wspoétczynniki sg zawarte w 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

réwnaniu)

nodes
04 77 71 1 T T T 7
. . . ., , . ~ vecl0 — @ —

— w obliczeniach musimy uzy¢ dwéch tablic/wektoréw, 0318 o eC: o
dla starego i nowego rozwigzania, o2l e ‘ /4
metoda Jakobiego to relaksacja globalna ol e LT 1]
e S R .| ¢ | zanika i

- jaka jest zbieznosc tej metody~ sigenvalues - Jakobi ol i szybko .

VARVIRVEL TN

1 02 | ‘ Q. 4

Przyktad: 0.8 sl 4 S L
p - 0.6 04 T Y Y Y O T

20 weztdéw, i=1,2,...,20 04 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

nodes

)\kz — coS km - 0.2 04 =771 71 T T T T T 1

— - 0 vec20 —@—
n+1 < sl g e ee T
0 AERE;

02 - * NN *

: 0.4 S A L

, , ik 06 oty NI )
vg(i) = sin T 08 o~/ zanika | |-
n ) o1~ e | wolno .,
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 02 - “ e -

i) metoda Jakobiego jest zbiezna . 03 |- o0 _

ii) sg wartosci wtasne o modutach bliskich 1 oa L L 1 1
- metoda jest wolno zbiezna 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

nodes



Zbieznosc¢ metody Jakobiego

Tempo zbiezno$ci (eliminacji bltedu)

k+1 k+1
e+ :Zici)‘i+ v;

zalezy od promienia spektralnego M

2
T T
k — p(M) COS<N+1> (N—i—l) +

- im wiecej weztdw N tym bardziej promien spektralny zbliza sie do 1
- zageszczanie siatki spowoduje spowolnienie dziatania metody Jakobiego
Algorytm

fork =1to K. do
fori=2toN — 1do

1 1
o= Lt a4 Lo
2 2
end do
zh o« pht!
end do

25



Metoda Gaussa-Seidla

B=L+D C=U

(L + D)zt =b— Uz

zFtl = D 'Uzk — D 'Lt + D7

M=—(L+D)"'U

Dla laplasjanu (po wymnozeniu przez D) otrzymamy:

zy 01 000 0 ok
( rh Tt \ ( 001 0 0 0 \ ( zk
ittt ;1000100 k
720000 10 ¥
gt 0000 0 1 b
\ ) Lo 00000\t
k41
( ? 0000 0Y)/ T
00 0 00 5
1l o1 0000 rht!
100100 0 i
000100 zht
\0 000 1 0)\ n

|

gkl —

1
“Uzxk
2x+

Lrghtt
2

1
—b
2

Srednia arytmetyczna:
sgsiada z prawej strony (k)
oraz z lewej strony (k+1)

( P1

P2
W2l ps
2 P4
P5

\ ro /

26



Wzor iteracyjny w metodzie GS

1 1 1
k:—l—l:_U k “L k—l—l__b
x 5 x +2 X 5

- Ze wzgledu na jednoprzekatniowg postac L i U
wzOr dziata jak podstawienie. Pozbywajgc sie
macierzy, dostaniemy wzor relaksacyjny.

- wyliczajgc nowag wartos¢ w wezle i-tym korzystamy
z wartosci w wezle (i-1) juz zmienionym w biezacej
Iteracji

- metoda GS to relaksacja lokalna
(rozwigzanie znajdziemy dysponujgc tylko
jednym wektorem rozwigzan)

Algorytm GS

fork =1to K, do
fori=2toN — 1do

1 1
T; = 5(%‘—1 +xi_1) + 5/07;}12
end do
end do

Przyktad. Macierz iteracji w metodzie GS

M= —(L+D)"'U

SO O O o O

T e
B ool o= ©
|00l o= © O
=R O O O

\

Jakie ma wartosci i wektory wiasne?

AR, O O© O O

27




A il

Wartosci i wektory wtasne macierzy iteracji M w metodzie Guassa-Seidla
(dla laplasjanu w 1D), n=20

eigenvalues - GS-Jakobi

1

03 771 71 17 1 T T 1 0.4

\ T T T T T 1 1 T T T T T T T 1
0.9 0 L ° .‘\vec1 e l WL ).\Q. vec? . | Q oo
0.8 ././. .\.\Q ) / . 0.8 7\“ |
0.7 025 |- . - o2 - //. b |
0.6 f \ ‘ ° 06 |- 4
02 = oot - \
0.5 x ° 04 | | -
0.4 015 - @ \ ] 0 - \
0.3 ° ° ® o2 ‘ -
0.2 e o OF \Q\ /
’ A Y 0 - 000000000000000
0.1 0.05 -® T 02 - .\.\‘.,, - o
0 o4+ I I 1| S T T T T T T T BB S e ——
0 2 4 6 8 101214 16 18 20 0 2 4 6 8 101214 161820 5 5 4 o 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
nr nodes nodes nodes
— wartosci wlasne sg nieujemne
- wektory wlasne odpowiadajgce najwyzszym wartosciom wtasnym
sg wolnozmienne (w m. Jakobiego wektory te byty szybko- i wolno-zmienne)
- m. Gaussa-Seidla ma wtasnosci wygtadzajgce btad
(ceche te wykorzystujemy w relaksacji wielosiatkowej)
— promien spektralny M w metodzie GS jest nieznacznie 1000 5
mniejszy niz w m. Jakobiego, ale dla k=1000 ......... ps =0.98883, p;  =13-10
28
pas = 097779, p;°" =1.76 107"



Co oznacza zwrot: ,wtasnosci wygtadzajgce” w praktyce?

Przyktad.

Poréwnanie szybkosci ttumienia btedu w metodach GS i Jakobiego w
przypadku rownania Laplace'a (brak niejednorodnosci).

Generujemy wektor szybko-zmienny (najmniejsza wartos¢ wlasna
macierzy iterujgcej Jakobiego), ktére stanowi rozwigzanie poczagtkowe

Ve =0

W=0, WB: a0 = e =0 vku):sm(;’fl):m%w
¢ : -

- M Jakobiego tej wkasnosci nie 29

posiada




Tempo zbieznosSci relaksacji GS mozemy kontrolowa¢ dodajgc do rownania

1 1 1
k—i—lZ_U k “L k—l—l__b
x 5 x +2 X 5

parametr zbieznosci  w € (0, 2)

%

1 1
gl =(1-w) 2+ w. (§U:L"~€ + —Laght! —

lb)
2

Inaczej: mieszamy stare i nowe rozwigzanie

- <1 podrelaksacja (obnizamy tempo zbieznosci)

- =1 zwykta relaksacja

- w>1 nadrelaksacja (tu powinnismy uzyskaé przysSpieszenie obliczen)

(dowdd zbieznosci metody GS dla w 9 pokazany na wyktadzie
z Metod Numerycznych dla uktadu ré\%ngg’lm}owych)

Pytanie: Kkiedy zatrzymac relaksacje?
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Kiedy zatrzymac relaksacje?

Jakosc¢ rozwigzania rownania Poissona mozemy sprawdzi¢ na dwa sposoby:

1) badajac norme euklidesowg wektora reszt

Ax =0b
r=>b— Ax

2) liczac catke dziatania dla pola elektrycznego

1
S:/ ~(Vu)® — p-udz
q 2

- catka dziatania osigga minimum dla rozwiazania doktadnego
(zasada wariacyjna Rayleigha-Ritza)

Przyktad. Rozwigzujemy metodg relaksacji (Jakobi,GS, nadrelaksacja)
réwnanie Poissona w 1D

Viu(z) = —p(x), = ¢€[-1,1] X

0.09
0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

u(it=0)=0




2

|lb-Ax||

u(it=0)=0
3.5 I I
Jakobi ——
S GS-w=1.0 — |
o5 | GS-w=15 — _| N
GS-w=19 ——
=
<
s %
010 ° 1t10 4 2010 * 3*10 *¢ 010 © 1710 4 2910 4 3*10
iterations iterations

Dla normy wektora reszt pojawia sie

problem, ktory jest wynikiem doktadnosci

rozwigzania numerycznego i precyzji

obliczen

- trudno okreslié warunek
zakonczenia relaksaciji

- m. Jakobiego najwolniejsza

- nadrelaksacja tym szybsza im wieksza warto$¢ parametru zbieznosSci
(ale nie jest to regutg — zalezy czesto od WB)

— co lepsze do warunku zakonczenia?: [[r||, czy catka dziatania?

u(it=0)=0

0*10
-1*10
-2*10
-3*10
-4*10
-5*10
-6*10
-7*10

\ \
Jakobi ——

GS-w=1.0 —
GS-w=15 — ]
GS-w=19 — _|

-8*10
0*10

O 4010 4 2¢10 * 3*10

iterations

Jesli catka dziatania osigga
minimum to w kolejnych
iteracjach juz sie nie zmieni

- to wygodny warunek
zatrzymania relaksacji.
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Jak jeszcze mozna przyspieszyC (zoptymalizowad) proces relaksacji?
Np. stosujac:

1) metode zageszczania siatki

2) relaksacje wielosiatkowa

Zageszczanie siatki — najprostsze.
1) Znajdujemy rozwigzanie na najrzadszej siatce (czerwone wezly, krok na siatce k=4)

stosujac wzor relaksacyjny

w ~
zij = (L= w)aij+ 7 (Tivkj + Tiok + Tijak + Tijon K 0% i j)

oraz usredniajgc gestos¢ w komorce otaczajgcej aktualny wezet (zétty obszar)

. _ 0.5, o==xk/2
11, —k2<a<k/2

k/2 k/2

w = Z Z CaCB

a=—k/2 B=—k/2

k)2 k)2

Pi.j Zé Z Z CaCBPita,j+pB

a=—k/2 B=—k/2
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2) Przechodzimy na siatke o dwukrotnie mniejszym oczku siatki,
wartosci w nowych weztach (niebieskie) interpolujemy liniowo
wartosciami z weztow sasiednich

Siatka rzadka: czerwone wezty

Siatka gesta: niebieskie wezty

1

Uik jrk = 5 (Wijtk + Uitk jtk)

ui,]
U4k,
Ui 54+ k
Witk,j+k
u(i,j+k) u(i+k,j+k)

Uijrg = 5 (Uig + Uigek) \l \ / l
0+0/

ISR

‘—>
u(i.j)

Witk j+s =

1

2

(Witk, g+ Uik k)

wezet srodkowy:

Uitk 5 =

2

—
u(i+k,j)
1

(wij + Wit )

1
Uik ok = 7 (Wig + Uitk + Uik + Uitkjtk)
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3) na rzadszej siatce relaksujemy réwnanie

4) powtarzamy operacje (2) i (3) na kolejnych gestszych siatkach

120
110
100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

Viu(,y) = —p(z,y)

up,; = +0.1, un ;

—0.1, u(3,0) = 0, us y =0

Przyktad.
Overrelaxation
03 T \HHH‘ T \HHH‘ T \HHH‘ T 11T
025 | w=11 —— |
' w=12 ——
0.2 - w=1.3 ——— |
w=15 ——
0.1 = w=1.6 —— |
0.05 — w=1.7 -
O - |
-0.05 — —
_01 | \HHH‘ | \HHH‘ | \HHH‘ |
1 10 100 1000 10000
iteration
k=16
(T T T 11T 11171 |@% 120
| | 015 100
| 14 01
= —H 0.05 80
B I |Ho > 60
- _1H -0.05 20
— —1H -0.1
B B 015 20
T I O 02 0

10 20 30 40 50 60 70 80 90100110120

X

overrelaxation - multigrid

1000

k=4

006 T \\\HH‘ T \\\HH‘ T T TTTTT
0.04 k=16
k=8
0.02 — k=4 —
0L k=2
k=1
-0.02
-0.04
-0.06
-0.08
_01 | \\\HH‘ ““““ | Ll
1 10 100
iteration
k=8
T T T ] 03 140 —
— 0.2 120 —
1 o4 100 =
| 0
[ —Ho . %
60 —
_— -0.1
40 —
— -0.2
L1 207
03 \
20 40 60 80 100 120

0 20 40 60 80 100 120 140

X

gestosc

140 |
120 |—
100
80 |—

60 —

0 |

0 20 40 60 80 100 120 140

140 |
120 —
100 —

80 —

20 —

0.25 140
0.2

0.15

0.1 100
0.05 80
0 >
-0.05

-0.1 40
-0.15
-0.2
-0.25

120

40 60 80 100 120 140

x k=2

0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

-0.05
-0.1
-0.15
-0.2
-0.25

0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

-0.05
-0.1
-0.15
-0.2
-0.25

0 20 40 60 80 100 120 140

X



schemat prostego zageszczania siatki

1Ax

2Ax
AAx

SAx

na kazdej siatce iteracja P
do petnej zbieznosci ‘

start

ten czynnik
spowalnia
metode

Relaksacja wielosiatkowa

Zamiast jednokierunkowego zageszczania siatki
mozemy uzy¢ schematu wielosiatkowego (multigrid method)

np. najprostszego dwusiatkowego

1Ax
2Ax

tu szukamy rozwigzania

tu szacujemy btad

(wolnozmienny)

na kazdej siatce
wykonujemy tylko
kilka iteracji
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Procedura iteracji dwusiatkowej dla réwnania

1. na siatce (Ax) wykonujemy n_ iteracji, dostajemy:

2. liczymy wektor reszt (Ax):

Ax =b — 2t — M2k 1e

x(Az) = x40 (Ax) + e(Ax)

r(Azx) = Ax(Ax) — b = (Axgor — b) +Ae(Ax)

c Ae(Azx) = r(Ax)

A

g

N

=0

Uwaga: wektor btedu e(Ax) zawiera sktadowe wolnozmienne - znajdzmy go na siatce (2dx)

3. rzutujemy wektor reszt na rzadszg siatke uzywajac (macierzowego) operatora restrykcji

r(2Az) = R(Ax — 2Ax)r(Ax)

4. teraz znajdujemy przyblizone rozwigzanie dla e(2Ax) tj. eliminujemy wptyw btedu wolnozmiennego

Ae(2Az) = r(2Ax)

- wykonujemy tylko n, iteracji

5. Wektor btedu e(2Ax) rzutujemy na siatke gestszg uzywajac

(macierzowego) operatora prolongacji

r(Azr) = P(2Ax — Ax)r(2Ax)

6. poprawiamy przyblizone rozwigzanie na siatce (Ax)

z(Azx) =z(Ax) — e(Ax)

Uwaga: wektory x(Ax) oraz e(Ax) stanowig tylko przyblizenia ich doktadnych odpowiednikow
dlatego procedure (kroki 1-6) powtarzamy az do uzyskania zbieznosci
np. funkcjonatu dla pola elektrycznego
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Operator restrykcji/prolongacji — jak je skonstruowac?

Najpierw zobaczmy co chcemy uzyskac

L9
Przyktad dla siatki 1D 1D e——e 0
L8
o
)
restrykcja: ) _ _ T
S o 01 0000000 o
zostawiamy tylko 4
wezly niebieskie Ta | _ 1000100000 Ts
T 0O 0000 1 0 0 O0 .
g 0000O0O0O0T10 o
- - - 7
Ls
: L9
prolongacja: B
generujemy wezty czerwone x, , X, 11X, _ _ _
T1 1 0 0 0 0 O
(wezty brzegowe X, i X, —bez zmian To 0 1 0 0 0 0
np. ze wzgledu na WB Dirichleta) T3 0 1/2 1/2 0 0 0 1
24 0o 0 1 0 0 0 iQ
x5 =10 0 1/2 1/2 0 0 x‘*
6 0o 0 0 1 0 0 o
T 0 0 0 1/2 1/2 0 af
g 0o 0 0 0 1 0 ’
29| [0 0O 0 0 0 1




W relaksacji wielosiatkowej mozmy stosowaé r6zne schematy

V — cycle

4-siatkowa relaksacja
typu V-cycle

Pelna relaksacja wielosiatkowa

- szukamy rozwigzania na siatce (Ax*k) [1]
- rozwigzania rzutujemy je na siatke (Ax*k/2) [2]
I wykonujemy N(k/2) iteracji
- szukamy btedu na siatce (Ax*k) [3]
- poprawiamy rozwigzanie na siatce (Ax*k/2) [4]
- rzutujemy rozwiagzanie na siatke (Ax*k/4) [5]
I wykonujemy N(k/4) iteracji
- szukamy btedu na siatce (Ax*k/2) [6] oraz (Ax*K) [7]
- poprawiamy btad na siatce (Ax*k/2) [8] oraz
rozwigzanie na siatce (Ax*k/4) [9]
- rzutujemy rozwigzanie na siatke (Ax*k/8) [10]
I relaksujemy je N(k/8) razy
- wykonujemy jeden do kilku petnych V-cykili

full multigrid
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