Ustalilismy, ze do rozwiazywania rownania adwekcji lepiej nadaje si¢ mnie;j
doktadny schemat upwind niz ten z ilorazem centralnym

ou ou
— = —V— a=vdt/dx
ot ox
. Un—l—]. _ (1 . ) n + Un _ : .
ulend: ] = 04 j (87 j—1 stabilny, stabilny bezwzglednie
rrn+1 T & rrn T stabilny, ale niestabilny bezwzglednie
centralny: U — Y T 5 Yt T Y1) ’

warunek wystarczajacy dla stabilnosci bezwglednej wg.normy max:
wszystkie wagi przy wartosciach z poprzedniego kroku dodatnie 1 sumujace si¢ do jedynki

w centralnym = sumuyja si¢ do jedynki, ale nie sq dodatnie
«
n+l _ ym no__Jrmn
Ui = ij 5 (Uit = Ujty)

zastapiC srednig arytmetyczna sasiadow



Ustalilismy, ze do rozwiazywania rownania adwekcji lepiej nadaje si¢ mnie;j
doktadny schemat upwind niz ten z ilorazem centralnym

. n+1 __ n n
upwind: Uj =(1-a) U + aU;_,y
n+1 m a0 n n
centralny: Uj — U} _ 5 ( jH+1 jl)

warunek wystarczajacy dla stabilnosci wg.normy max:
wszystkie ¢ dodatnie 1 sumuja si¢ do jedynki

w centralnym = sumuja si¢ do jedynki, ale nie saq dodatnie
«

n+l _ ym = n __7In
U =Uj = 5 (Ufy = UjLy)
/ zastapic srednig arytmetyczng sasiadow
, rr{a_l + U :’.'3’_1 87 : :
pntl — J = ( ?”4_ = U 1) schemat Laxa-Friedrichsa
J 9 9 \7J 7=
1 - o 1+ dla o (-1,1) spelnione WW
U;’Hl =2 ﬁ»—l 5 + ( Jn’_l 5 stabilnosci bezwzgledne;

W sensie normy max



czy manewr ze srednig arytmetycznag nie rozspojnia metody? a — —U a—x

+1,n)—u(j—1,n)
2Ax

u(j.n+1) = —’UAtu(j +u(j,n) + O(A#?, Ax?)

1 e

u(j,n)=—=(u(j —1Ln)+uly+1,n))+ O(Ax
)

Lokalny btad przestrzenny nabiera nizszego rze¢du, ale metoda pozostaje spojna.
Obnizamy rzad doktadnosci przestrzennej zyskujac stabilno$¢ bezwzgledna.

LF

1ast
czas| O O zamias 5| 60060

v

[
»

.. potozenie
potozenie



metoda Laxa-Friedrichsa : analiza von Neumanna

n n
U*n,—l—l _ Uj‘H- T J—1 g ( [CO— AL )
J T 9 9 J+1 7—1

Up(z; = jAz) =Y Ajexp(ijkAx)
k

exp(tkAx) +26XP( ikAx) _ % (exp(ikAz) — exp(—i1kAx))| AL

n+1 __
AP =

Mj, = cos(kAx) — iasin(kAx)

M}|* = cos® (kAz) + o sin®(kAz)

9 Kryterium CFL !
M I ’2 <1 gdy x S 1 Uwaga: metoda LF jest bzwz. stabilna
— niezaleznie od znaku v /
schemat upwind wymagat dodatniego v




stabilna (unikneliSmy eksplozji),
/ ale pakiet nie zachowuje si¢ jak powinien.

At=0.09
" niebieski z czerwonego rozptynat si¢

Metoda Laxa-Friedrichsa = zastosujmy
"' ‘ ‘ ‘ ‘ (wigksza szerokos¢ kosztem wysokosci)

!

i

W
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schemat Laxa-Wendroffa N

@
ou ou czas| O O O
o or @ :
potozenie
jak zmienia sig z czasem wartos¢ rozwigzania w punkcie x;:
ou At? 0%u .
w4 Ab) = (@, t) + Aty + — == la o+ O(AE)
pochodne czasowe zastepujemy przestrzennymi zgodnie z rOwnaniem (a)
ou , At? 9%u ‘
| 2 3
w(x;, t+ At) = u(x;,t) — 'UAt%LI;j’t U= 9 |2, ¢ + O(AL”)
nastepnie pochodne przestrzenne wprowadzamy
centralnymi ilorazami pochodnych:
2 btad p: O(Ax?)
-1 o «
U™ = Uf = 5 (Ufyy = Ujy) + o (U + ULy - 207)

mamy: O(Ax?) 1 O(At%)
zamiast O(Ax) 1 O(At?) jak dla LF, lub upwind



At=0.09

Wynik:

"W" %

Lax-Wendroff

stabilna

bez widocznej dyfuzji

wyzsza doktadnos¢ niz wszystkie
pozostate

najlepsza z jawnych
metod jednopoziomowych
dla rownania adwekcji

-10 -5



Dyfuzja numeryczna dla jawnych
schematow jednopoziomowych



Ax=0.1, At=0.04

' upwind a =0.4

’:;o’o’o’i’i'?i';';';"

.

m’o\

- dyfuzja numeryczna

!

il \

I

UTJ..—I—I — (

J

ur +vu, =0

rozwiazanie

u=f(x-vt)

stabilny bezwzglednie ale pakiet si¢ rozpltywa

l—a)U} +aUj",

oscylacja:cos(kx)g(x),

metoda z centralng pochodng przestrzenna
1) pakiet si¢ lokalizuje (przeciwnie do dyfuzji)
2) zapakietem wyrasta szybka oscylacja [

3) ... ktora jest natychmiast wzmacniana
1 eksploduje
A=0.04
o=0.4

z bardzo wysokim &
(faktycznie:
maksymalnym k)

- pojawia sie i eksploduje

000000



centralna pochodna przestrzenna

200 — gt _pm T (rm

i J J 9 VT j— 1/
0.00 —

_ modyfikacja Laxa-Friedrichsa
2.00 —

v
T T
-4.00 | \ \ Un+l L UJ—f—l + U’}—l Y ( n n )
-12.00 -8.00 -4.00 0.00 . J— -_— . 1 _— . 1
J 9 2 J+ J

stabilnos$¢,
ale z numeryczna dyfuzja w bonusie

AJM

X

-10 -5
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Dyfuzja numeryczna dla schematow jawnych jednopoziomowych

rownanie adwekcji

wp + v, = 0 u(z,0) = exp(2mwikx)

u(zx,t) = exp(2mik(x — vt))

wszystkie poznane schematy mozna uzna¢ za przyblizenie roznicowe
rowniez rOwnania adwekcji-dyfuzji:

Ut + VU = OUgry
7

czton dyfuzyjny (zwany réwniez dysypatywnym)
u(zx,0) = exp(2mikz)
u(z,t) = exp(—4nokt) exp(2mik(xz — vt)) |

interpretacja: sktadowa w rozwinig¢ciu Fouriera zanika tym szybciej
im wyzszy jest wektor falowy & |
(tym szybciej im wigksza jest zmienno$¢ przestrzenna fali) X

11



Dyfuzja numeryczna dla schematéw jawnych upwind

Uj’{z+1 =1-a)U)+aU}; <+~ Ut T VU = 0

_ centralne przestrzenne ilorazy réznicowe:
Ut + YUy = OUgy a czasowy przedni

Ut = U 7ot (U + U, =207 - — (U = U y)

J Ax? AN AR
chcemy zrobi¢ z tego przepisu schemat upwind: zlikwidujmy punkt j+/
l oAt  vAt /2
= =
Ax?  2Ax
[ m—+1 ) Q
J

| v | |
_Tn “ (g L mY __ ~ (rm _ 1rn

o=Axv/2 wspotczynnik dyfuzji numerycznej = upwind

wniosek 1: upwind jest spojny z rownaniem adwekcji-dyfuzji ze wspotczynnikiem dyfuzji c=Ax v/ 2
wniosek 2: dla upwind numeryczna dyfuzja jest mniej widoczna dla ggstszej siatki przestrzenne;
wniosek 3: dla upwind krok czasowy nie zmienia dyfuzji numerycznej

12



Ax=0.1, At=0.04
upwind o =0.4

-10 -5 0 5 10

o=Axv/2

dla upwind

Ax=0.01, At=0.004
upwind o =0.4

-10

wniosek 2: numeryczna dyfuzja jest mniej widoczna dla gestszej siatki przestrzennej

13



Ax=0.1, At=0.04
upwind o =0.4

Ax=0.1, At=0.01
upwind o =0.1

it
m"””"’;’W’;’;’"”"’0’9’
’0::0.0’0'0"'0’0‘0:0}:0:9:3:3:3:3"

|
I ‘W&o‘o\&

i

I

it

wniosek 3: dla upwind krok czasowy nie zmienia dyfuzji numeryczne;j
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Dyfuzja numeryczna dla schematéw jawnych: upwind

upwind: U}L+1 =(1—a) an + CEU;'_]_

spOjny z dwoma rOwnaniami;

adwekcji adwekcji - dyfuzji

Ut + vy = 0 Ur + VUy = OUpy

1) czynnik dyfuzyjny: gasi wyzsze skladowe (k) generowane przez centralny iloraz pochodnej
2) dyfuzja jest sztuczna bo wspolczynnik o zalezy od parametréw schematu numerycznego

3) rozwiagzanie bedzie dobrym przyblizeniem adwekcji, jesli o male

metoda jest zbiezna do rozwiazania rOwnania adwekcji — gdy obydwa kroki (czasowy 1 przestrzenny)
schodza do zera — znika dyfuzja numeryczna

zaniedbywalno$¢ dyfuzji numeryczne;j:

o=Ax v <<2 : wtedy gdy Ax <<2/v (maly krok przestrzenny)

dodatkowo; kryterium zbieznosci CFL: VAt < AX (czasowy ma by¢ jeszcze mniejszy)

15



Dyfuzja numeryczna dla schematow jawnych — LF Ut + VU, = ()

~+1 i o i
vt =Uj - 9 (U j+1 — Uj- 1) centralny, niestabilny, ratowany usredmenlem pierwszego wyrazu po

sagsiadach
L}"n + L}'?I a LF
n+l __ +1 - T T
Uptl = L S (U, - )

Ut + VUp = OUgpy

centralne ilorazy réznicowe:

U = U 4 G (07 U = 207) = o (07~ U

LF odpowiada powyzszemu schematowi jesli oAt/ Ax*=1/2
LF spojna z réownaniem adwekeji-dyfuzji dla o = Ax2/2 At

mata dyfuzja numeryczna;

oc=AX2At<<] — At >> Ax2/2

ale kryterium CFL: vAt/Ax <l —» At<Ax/v  (warunek zbieznosci - stabilnosci)

warunki sg przeciwstawne (ale nie sprzeczne), raczej trudne do spelnienia

16



dyfuzja numeryczna dla schematow jawnych — Lax-Wendroff o=VAt/Ax

schemat LW: btad O(Ax?), O(A) [ dla por. upwind/LF —O(Ax), O(At?)]
2

Uit = U7 = 5 (U = Ujla) + 5 (Ui + U = 207)

rownanie AD /

(/r;1+1 _ (qu 4 ZAIt ((m l i Ujll I(/?}?») _ ;TA; (f;ll — (,*;1_1)

dla LW: spojny z rownaniem dyfuzji adwekc;ji dla -
o?/2=cAt/Ax? '

\

o=V’At/2
o<</ | | |
| T

At<< 2/v? oraz At=AX/v
CFL — daja si¢ pogodzic¢
dla LW w przeciwienstwie do poprzednich metod
zachowanie ksztattu nie wymaga drobnego Ax

17



Podsumowanie dyfuzji numeryczne;j:
ogdlna postac¢ jawnego schematu jednopoziomowego

rn—f—l _ rn o n T :H rn Tn Tn
. centralny =0, o=0
B wyzznacza C: LW B=a,  o=v2At/2
G=AX"At 3 /2 LF B=l, o=M2/2 At

upwind P=a., o=vAx/2

Whiosek:
Wszystkie bezwzglednie stabilne jednokrokowe schematy roznicowe dla rownania adwekcji
zawieraja element numerycznej dyfuzji. (centralny nie zawiera 1 jest bzwz niestabilny)

w tym sensie: dyfuzja numeryczna wprowadza bezwzgledna stabilnos¢:
zapobiega wzmacnianiu sktadowych o wysokich czgstosciach przestrzennych

Schemat jest dobry jesli mozemy zminimalizowac jej wptyw bez utraty stabilnosci.
na pewno potrafimy dla upwind i LW.

zobaczymy, ze dla jawnego schematu dwupoziomowego mozliwa jest stabilnos¢
bez dyfuzji (leapfrog)

18



wspotczynnik wzmocnienia w przestrzeni wektora falowego:

us +ovu, =0

jak si¢ ma czgstosS¢ oscylacji przestrzennych

4.00 —
do wspotczynnika wzmocnienia
- eksplozja wysokich czestosci
2.00 — A h
f I p
.:‘"x Qi\\\\i\i\\\\l\
0.00 — \HJ“ % g\\\\}\\\\\\\\\
\‘ “J ‘\ ‘ I |
f il
Il
-2.00 — v v
400 | | |
-12.00 -8.00 -4.00 0.00
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wspotczynnik wzmocnienia w przestrzeni wektora falowego:

przerobic
na kDx
u +vu, =0
schemat ogdlny z czynnikiem dyfuzyjnym:
X G

Tn 1 - T, T Tn T T .
Uyt =Uj - E(bj—}—l - UL+ E(bj—f—l —2U7 +U;Ly),

analiza von Neumanna: {72 (z; = jAx) = 3 A{ exp(ijkAx)
K

/

AP = (1 — aisin(kAz) + 3 (cos(kAx) — 1)) A}

zachowanie ksztattu: wymaga wspotczynnika wzmocnienia o module 1
dla kazdego &

20



dyfuzja numeryczna w przestrzeni k

A’ZH = (1 — azsin(kAz) + 3 (cos(kAx) — 1)) Ay

M

M| -

idealnie (doktadnie)

1 T —> centralny
LW

— upwind
— LF

centralny=wzmacnia wszystkie mody
im wyzszy tym silniej
(stad bzwz niestabilnos¢)

kAx (zakres matych wartosci)

pozostale = gasza wyzsze czestosci
rozptywa si¢ pakiet

000000

21



dyspersja numeryczna:

us +vu, =0
u(x,0) = exp(2mikz)
u(zx,t) = exp(2mik(x — vt))

predkos¢ fazowa

dla rozwiazania doktadnego predkosc¢ fazowa v jest niezalezna od &

v(k) = relacja dyspersji. rtownanie adwekcji nie zawiera dyspersji

(podobnie jak liniowe rownanie falowe) dlatego ksztatt pakietu pozostaje zachowany.
Schematy roznicowe odznaczaja sie jednak dyspersja numeryczna:

gdy v maleje z k zobaczymy ze sktadowe szybkozmienne poruszac si¢ beda wolniej:

AR —— T
SN CNC T\

v

22



dyspersja numeryczna a schematy roznicowe dla rownania adwekcji: ' Im

A’ZH = (1 — aisin(kAz) + § (cos(kAx) — 1)) Ay

0
M, = | M| exp(i6;) Re
9 tan( asin(kAx) )
= arcCtanl—
g 1 + B(cos(kAx) — 1)

UJQ = exp(2miAzky) u(z,t) = exp(2wik(z — vt))
Ui = |My|" exp(+infy) exp(2miAxky)
Ul = |[Mg|" exp(2mi(Axk) + nby/27))

_ 6’]@
numeryczna predkos¢ fazowa: wysuptac z t=nAt —* V. —

2wk At

23



relacja dyspersji numerycznej

dla schematow réznicowych

asin(kAx)

0, = arctan(—

- 2k At

Uk

roznicowa forma
rOwnania wprowadza
dyspersje do rozwigzania

1 + B(cos(kAx) — 1)

)

rozwinigcie Taylora arctan(x)=x+...
podobnie sinus: //k ulegnie skasowaniu

1.2

' If

V,/V 10

0.8- lw
0.6

. Euler, centralny
0.4 — T T T T T 1T 1

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

kAX wyzsze skladowe
spOzniajq si¢

24



0.00

schemat przedni Eulera dla
roOwnania adwekcji:

1) skladowe przestrzenne o wyzszych
czgstosciach sa najszybciej wzmacniane

(odwrotnos¢ dyfuzji)

2) 1spdzniaja si¢ za pakietem

25



rOwnanie adwekcji
metoda zabiego skoku (leapfrog): najprostszy schemat dwupoziomowy:

centralne ilorazy na obydwie strony

ou ou

— — —y— +— dotychczas, uzywaliSmy przedni czasowy
ot ox
u(j,n+1) —u(j,n— 1) u(j +1,n) —u(j—1,n) 5 A 9
+ O(At", Ax
2At 2Ax (AF )
n+1 __ n o n— 3 A2
Urtt = —a (U7, ")+ U O(A8, Ax?)
btad lokalny jak LW
t » uwaga: nie jest samostartujqcy

warunek poczatkowy to zbyt mato
konieczne uzycie innego schematu na
poczatku symulacji

\ 4
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Wezmy Ax=0.1 rOwnanie adwekc;

e % e a I C

&2 =
S %

SRS =

R R SR

R R R e S RIS IITIK

. R R LRI RRRIRK KK
1 R R R
CFL: A

%
i

SRR )
L RN

1 | . W 0’””””’&":” R KRCRCRRCRR
O RCEELLEEEZR
N 00000000&”””M&:ﬂ:@:&#w@.zu.m%%
e
bt R R R R
KR IR
X R R R R RIS
R R R R R IS
B R s
& R 2> 2 oo RIS
R R SR RIILIIER.
S T e
R SRR
LR =
& 2
RS

i
0
"“W” niestabilny
!
”‘o.‘ | ‘

-12 -8 -4 0 4

konczy si¢ eksplozja

tw Laxa: WKW zbieznosci spojnego
schematu jest jego stabilnos¢ X




Analiza von Neumanna dla schematu dwupoziomowego na przyktadzie leapfrog

Uy = —a (U, — U y) + U7

trudnos¢: dla jednopoziomowych podobna analiza dawata nam wspotczynnik wzmocnienia
modu & 1 140
teraz: zaproponujemy podobne rozwigzanie w formie: AZ’+ = M ZL T A 7.

roOwnanie kwadratowe na wspotczynnik wzmocnienia:

M2+ 2aisin(kAz) My, — 1 = 0— Mi(+) = —iasin() £ /1 - a?sin?(

28



M (£) = —iasin() £ \/1 — a2 sin?()

ogdlne rozwigzanie rOwnania roznicowego- kombinacja liniowa:

AP = (e (+) My (+) + cx(—=)My(=)) A}

N

zaleza od warunku poczatkowego

aby mod k nie rost z iteracji na iteracje potrzeba aby : | AJA (ZIZ) | < 1

w naszym przypadku: bierzemy o<1 (bo CFL), a wigc pierwiastek rzeczywisty i

\

My (+) = —tasin() + \/1 — a?sin”()

M. (£)] = 1 — o sin® +a? sin? =

niezaleznie od a wszystkie mody zachowuja swoje amplitudy : sytuacja idealna.
zachowany kazdy ksztatt (jesli tylko o < 1)

1
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My (£)| =1 — a*sin® +a?sin® = 1

niezaleznie od a wszystkie mody zachowuja swoje amplitudy : sytuacja idealna.
zachowany kazdy ksztatt (stabilnos¢ bez dyfuzji, nicosiggalna dla 1 poziomowych)

leapfrog

T

kAx

—» centralny

LW

— upwind
— LF
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Laboratorium:
2D pole predkosci cieczy niescisliwe;j:

ou

— 4+ V. (Vu) =0,
LAV (V) =0,
ogolnie nabla stoi przed uV,
ou du du ale dla niescisliwej dywergencja z V=0
bl x - Y
Ot + V@, l)a + Vi y I)ay 0. dla 1D: dostajemy stala predkosc¢

dla 2D, predkos¢ nie jest stata (jak wida¢ na rysunku)
musimy policzy¢ Vx/Vy na starcie

‘ n+1 __ ( n ) n—1
Leapfrog 1D: Uj — (8 j+1 j 1 U

leapfrog 2D: centralne pochodne czasowe 1 obydwie przestrzenne:

n+1 [ x ;! i+l u;l— 1,7 Y U;IJ +1 u;lj —1
AX AX

warunek poczatkowy:
w(x,y,t =0) = exp(—25((x + 0.6)% + 7).

_ _ przyblizenie dla drugiej chwili czasowe]
druga chwila czasowa: : stuszne gdy V prawie stale w plamie,
o T Y - lub dt mate.
qu;j — UJ(:Lm V At Yi — V;‘j At: L= O) w sytuacji ogolne;:

pierwszy krok metoda jednopoziomowa.
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Laboratorium:
2D pole predkosci cieczy niescisliwe;j:

/ V2 + VJ (maksymalne)

Af — d T / 4 me ~ (policzymy z krokiem 4 razy mniejszym od CFL)

leapfrog:
. B U 14 — Un_l ; _ Un 1 U”’_l
u;z+1 ol At VI H— J 1—1,7 4+ Vy 2,7+ 2,]
! ij
AX AX

na przeszkodzie: obydwie sktadowe predkosci zerowe wigc state u (=0)
w symulacjach nie wida¢ przeszkody (zadna z linii strumienia nie konczy sie na przeszkodzie)

LF — centralne przestrzenne, przedni czasowy + ratunek z usrednieniem

U

TH J
iy A + Lﬁj

2Ax 2Ax

zobaczymy przeszkodg (film)

oy TR 0y T2 T2 T2 n n oy T T
pr | Wiy Uy U U At (T’ e ip1y — Wi ry i1 = Wi

)
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uzywalismy:

At = dx/4V,,

wszystkie schematy dotychczas - jawne (dziatajace jak podstawienie)
ich stabilnos¢ ogranicza kryterium CFL: o < 1:

vdt <dx = dt <dx/v

o kroku czasowym decyduje maksymalna predkos¢ niech no
tylko bedzie w jednym punkcie bardzo wielka.

w naszym przyktadzie najwigksza predkos¢ w przewezeniu,
ktora naktada najsilniejsze ograniczenie na krok czasowy.
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Schematy niej awne: wprowadzane by o kroku czasowym decydowata tylko

dokltadnos¢ a nie stabilnos¢ O

ou ~Ou
ot 183,

wsteczny Euler (prawa strona liczona w przysztosci)

przedni Euler (przednia strona liczona w terazniejszosci, lub wsteczny czasowy zamiast przedniego) bezwzglednie niestabilny byt

u(j,n+1) —u(jn)

p‘u..(j tlhntl)-uy—-1n+1)

At QA;If
n—+1 n n+1 n+1
U ; — U U 1 u 1
At 2Ax
N S o n+1 O‘{{\ n+1 . n | A2
—— U, 1 + U, - —U,_1+ — U, + UAL,
2 JTl1 J 2 J—1 J \ :
8%
n,—l—l n,—l—l n+1 n
U U SUM =

jest to uktad rownan na chwilg czasowa n+1 (dla wszystkich )

+ O(At, Az?)

>

<
Do
~——’

czas

v

potozenie
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wsteczny Euler, uktad rownan do rozwiazania

e} o)
. 1 ; 1 . 1 ;
2 2 dla wszystkich j

mozna rozwigzac iterujac do zbieznosci: podstawienie

: ¥ : :
rn+1 o rn+1  rrn+l
Uit = U} = 5 (U = U

i At=0.04 iteracyjne rozwigzanie uktadu RL
(odpowiednik iteracyjnej metody Gaussa)
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numeryczna przeszios¢ (domena zaleznosci) dla schematu niejawnego?

(_,-*i:l—l—l _ [*n B i (f[y31—|—1 o (_,T?l—l—l)
- 2 \ - -~

J "J J+1 i-1

O0000O0@e00000 numeryczna przesziosc?
O0000OO0OOOOOO
Q00000000000
OO000O0O0OOOOOO



numeryczna przeszios¢ (domena zaleznosci) dla schematu niejawnego?

(_,-*i:l—l—l _ [*n B i (f[y31—|—1 o (_,T?l—l—l)
- 2 \ - -~

J "J J+1 i-1

O0O0000e00000 numeryczna przesziosc?
O0000O0O0OOOOO
Q0000000000
OO000O0O0OOOOOO



numeryczna przeszios¢ (domena zaleznosci) dla schematu niejawnego?

(_,-*i:l—l—l _ [*n B i (f[y31—|—1 o (_,T?l—l—l)
- 2 \ - -~

J "J J+1 i-1

O0000O0e00000 numeryczna przesziosc?
O000OGO0O0O0B6OOO
Q0000000000
Q00000 OOOOOO



numeryczna przeszios¢ (domena zaleznosci) dla schematu niejawnego?

[l % ([

J J

O00000@e0000O0
000000000000
Q00000000000
Q00000000000

1 /2 0 0 0 vt
—a/2 1 af2 0 0 Uyt
0 —a/2 1 a/2 0 Ui+t
0 0 —a/2 1 «af2 Uptt
0 0 0 a2 1 Ut

™
U 2

™m
U;
™m
Uy

Ur

rn+1l [_,-*n—l—l
J+1 ’

7j—1

numeryczna przesziosc:

cata potowa ,,czasoprzestrzeni”
dla chwil wczesniejszych,

a nawet cata terazniejszosc

dla schematoéw niejawnych
krytertum CFL zawsze speinione!

jesli zmienimy dowolny wyraz na prawej stronie:
zmienimy caty wektor rozwiazan (kazda z jego sktadowych)

ograniczenie na krok czasowy At w zbieznych metodach jawnych
pochodzito od CFL. Jakie bedzie dla wstecznego Eulera ?
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wsteczny Euler: analiza von Neumanna

gl —pr 2 (Ut = Ut
/ R AN A =1 U =Y Alexp(ikjAx)

k

a ( AP = M Ay
M,—1=—-M D (exp(ikAx) — exp(—ikAx))

My, — 1 = = Myaisin(kAx)

1
1 + aisin(kAx)
| My, |2 = ! nie wigksze od 1 dla dowolnego a

1+ a?sin?(kAx)
czyli metoda bzwz stabilna dla dowolnego At !

dla wstecznego Eulera: stabilnos¢ nie narzuca wymagania na krok czasowy!
jako, ze metoda mato doktadna 1 tak trzeba aby byt maty,
ale sa lepsze metody niejawne
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Crank-Nicolson (odpowiednik wzoru trapezow dla rrz)

W _ f(t,y)
dt

y(t + At> y(t) + Af(t.y(t) + O(AF)

w. Euler:
y(t + At) = y(t) + Af(t + At y(t + At)) + O(At?)

w.trapezow:

y(t + At) = y(t) + % F(t+ At y(t+ A) + f(t,y(t))] + O(AL?)
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Euler: J — Y

Tl
wsteczny Euler: ]

CN Lr;;l—l—l _ C‘..-*‘;z . % ( f-"T_.-'

il
Q‘OOO’QOWMMMM

0
j/mummmm

At=0.04

.

0
L

L
bt k

mozna rozwiazac

UR iteracyjnie
(rownie tatwe
jak dla wst.E)

czas

lokalnie: O(AF, Ax?)

potozenie
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schemat CN, analiza stabilnosci:

rn+l _ prn rn+1 m+1Yy Tmo gy n

\'. ” 1‘. ’

; . - x : Y, .
M, =1- -z.ﬂ[;t.; sin(kAxr) — IS sin(kAx)

I — aisin(kAz)/2
1 + aisin(kAx)/2

Jur;l p—

IMI=1" dla dowolnego kroku czasowego!

dla leapfrog |M |=1 tylko dla o <1

CN swietna metoda jest: wysokiej doktadnosci, stabilna bezwzglednie dla dowolnego
kroku czasowego, wspotczynnik wzmocnienia 1 dla dowolnego &, bardzo prosta i
stosowalna do wszystkich rownan z pierwsza pochodna czasowa
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adwekcja zachodzi w ten sam sposob dla (+z,+v) 1 (—¢,-v)

zauwazmy: leapfrog dla adwekcji — symetryczny wzgledem zmiany kierunku uptywu czasu
Z rOwnoczesng zmiang kierunku v
(wyliczy¢ n-1 zamiast n+1, uwzgledni¢ zmiang znaku o)

n+l1 __ ( n o n n—1
Ui = —a(ljn ) +Uj

7—1

tak ma byc!

dla przedniego Eulera mielismy:

Urtt =ur— 2 (Ur, - U )

J J 9 7+1 7—1
, ktory nie jest niezmienniczy wzglgdem zmiany
kierunku uptywu czasu

wsteczny Euler

(r?1—|—1 _ [I,Tﬂ. o E [:T?H—l o (r?1—|—1 o o
S - 41 /g1 rowniez ten nie jest

J g 9

z wstecznego Eulera do przedniego Eulera przechodzimy zmieniajac znak 1 v
gdzie wsteczny ma dyfuzje numeryczna (gaszenie wyzszych k) tam przedni
ma antydyfuzje (generacj¢ wysokich sktadowych)
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CN dla adwekcji jest symetryczny wzgledem zmiany kierunku upltywu czasu
Z rOwnoczesng zmiang kierunku v

rm+1 __ gy — fymm+4+1l g4l T fym  7n

widzielismy, ze CN 1 leapfrog sprawdzaja sie najlepiej dla adwekcji
te schematy zachowuja symetrie rownania wzgledem operacji v—-v, t—-t

uwaga: nie dla kazdego rownania idealny schemat
jest odwracalny:

np. rownanie dyfuzji u=u,, niezmienniczne wzgl¢dem znaku ¢
nie jest
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