Metody Monte Carlo
dla rownan rozniczkowych



Metody Monte Carlo — najogdlniej te, ktore do rozwigzania zadania
(obliczenia wyniku) wykorzystujg prébkowanie losowe.

Stosowane nie tylko w modelowaniu procesow losowych, rowniez
do problemow nie majacych nic wspdlnego z rachunkiem
prawdopodobienstwa (patrz — nasze doswiadczenie z pierwszego
semestru dla optymalizacji MC lub liczenia catek).

W tradycyjnej teorii MC problemy takie rozwigzuje sie stawiajgc (nowe)
zadanie z rachunku prawdopodobienstwa, ktore ma to samo rozwigzania
co zadanie pierwotne. Zadanie nowe rozwigzywane jest przez eksperyment
statystyczny.

b b
Znany przyktad: I = / f(x)g(x)dx  przy czym / flx)de =1, f(xz) >0
a a

| szacowac¢ mozna wtedy losujgc zmienng x z rozktadem pstwa f(x) i liczy¢
Srednig wartos¢
N

I~ Zg(m,,;)|f<m> = (9(2)) 7 ()

=1
Catkowania MC istotnie uzywa sie, dla
catek o wiekszej liczbie wymiaréw



Przyktad: (,,mniej” uzyteczny)

Sume S=A+B mozna przedstawic jako

A B
S =p— 1 —p)——o i
pp + (1 —p) =7 gdzie O<p<1
i interpretowacd jako wartos¢ oczekiwang zmiennej losowej, ktéra
z prawdopodobieristwem p przyjmuje wartosc A/p,
a z prawdopodobienstwem (1-p) wartos¢ B/(1-p)

Jesli zbudujemy odpowiednig zmienng losowa, i dokonamy N lo:
ktére dadza wyniki w, ,w, ... wy ,
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oszacowanie S znajdziemy jako



Wyobrazmy sobie, ze mamy uktad réwnan liniowych

X=pY+(1-p)A

Y=gX+(1-q)B, gdzie X,Y — niewiadome, A,B,p,q — dane, przy czym 0<p<1, 0<g<1,
Interesuje nas X

Problem mozna rozwigzaé w nastepujacy sposob (przez btadzenie przypadkowe):

(1-p) p

Zasady btadzenia:

Startuje w x:

Jesli jestem w x: z pstwem p przechodze do y, a z pstwem (1-p) do a
Jesli jestem w y: z pstwem ¢ przechodze do x, a z pstwem (1-q) do b

Btadzenie konczy sie z wynikiem A gdy trafie do a i z wynikiem B gdy trafie do b

X jest oczekiwanym wynikiem bfgdzenia, ktére wystartujemy od x



=pY+(1-p)A A=1, B=5, p=0.3, g=0.8
Y=gX+(1-q)B, Y =2.0526
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X=1.3158

Przyktad:
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Uktad dowolnej liczby réwnan liniowych:  Ax=b

Przedstawiony w postaci iteracyjnej: x=a+Hx

Zatézmy, ze macierz iteracji H skonstruujemy tak, ze wszystkie jej elementy sg

nieujemne oraz mniejsze od 1

(I-H) x=a
= (I-H) 'a
x:a+Ha+Hga+HSa+...

[-3 11 [, 0 0
A=]1 0f B: =10 -2 0
0 1 -2 0o 0 -2
(B+C)x=b [
Bx=b-Cx
x=Bb -B-1Cx =
H=-B-1C

Jak w met. Jakobiego

Ty = Qi+ ZHljafj + Z Z H@hHJlJQaJQ +

j1=1j2=1

s: S: sj Hij Hj, o Hijy g a5 +

J1=1ljo=133=1

b =(9,0,0)"
X = -(41211)T
a=(300)




Metoda von Neumanna-Ulama: x=a+Hx
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Cel metody — wyznaczenie oszacowania sktadowej j-tej rozwiazania
Zbior indeksow (stanow) {0,1,2,...,n}

Punkt X (wedrowiec), startuje od wiersza i, =;j

W kroku ¢ wedrowiec przechodzi z wiersza i, do i,,; z prawdopodobienstwem H(i,, i,,;)
Btadzenie zakonczone, gdy X dotrze do stanu 0. Trajektoria y=(iy, i; , iy, ..., {j; , i 0).
Wtedy wynik btadzenia: X(») = a (i) / H(i; ,0)

X=(-9
0
0)

X(y) — zmienna losowa, ktora przyymuje wartos¢ = a (i) / H(i; ,0) z pstwem rOwnym
wystapieniu stanu i, w przedostatnim kroku trajektorii.



X(y) — zmienna losowa, ktora przyjmuje wartos¢ W(i, ) z pstwem rOwnym
wystapieniu stanu i, w przedostatnim kroku trajektorii.

A — o - pstwo wystgpienia
< X|8’U = 8§ >= E X(ﬁ/)P(ﬁ/) konkretnej trajektorii
Y

Wartos¢ oczekiwana zmiennej X,
pod warunkiem, ze trajektoria
startuje z punktu s

Suma po wszystkich Wynik btgdzenia
trajektoriach

<X >=) ) X(w)P(w)

k=0 -y

Suma po trajektoriach dtugosci k

Trajektoria dtugosci 0 jest tylko jedna
: Yoz(s;o)

Trajektorii dfugosci 1 jest n :
V1=(5;1;0); (51210); ; (Slnlo)



Pstwo, Ze zaoberwowana zostanie trajektoria dtugosci 0: H, , jej wynik a, / H, ,

Pstwo, ze zaobserwowana zostanie trajektoria dfugosci 1: (s,i, ,0):
P(s,i;,0)=H,;; *H 1, ,ajejwynik X(s,i;,0)=a;, /H;,

itd
o [t]e to b
1 1
0 5 5 0 0 5O
o |, o 5 o <X>=) % X(wPn)

B - k=0 -~

Suma po trajektoriach dtugosci k

Trajektoria dtugosci 0 jest tylko jedna
: y():(slo)

Trajektorii dfugosci 1 jest n :
Y1=(S;1;0)} (51210); ; (s)nlo)



Pstwo, Ze zaoberwowana zostanie trajektoria dtugosci 0: H, , jej wynik a, / H, ,
Pstwo, ze zaobserwowana zostanie trajektoria dfugosci 1: (s,i, ,0):

P(s,i;,0)=H,;; *H 1, ,ajejwynik X(s,i;,0)=a;, /H;,
itd

T T T
< X >=as + Z H.S,'ila”i.l + Z Z H.S,'ilH’il,’iQa'ig + ...

i1 =1 i1=119=1

<X >=) ) X(w)P(w)

k=0 -y

Suma po trajektoriach dtugosci k

Trajektoria dtugosci 0 jest tylko jedna
: Y():(S;O)

Trajektorii dfugosci 1 jest n :
V1=(5;1;0)} (51210); ; (Slnlo)



Pstwo, Ze zaoberwowana zostanie trajektoria dtugosci 0: H, , jej wynik a, / H, ,

Pstwo, ze zaobserwowana zostanie trajektoria dfugosci 1: (s,i, ,0):
P(s,i;,0)=H,;; *H 1, ,ajejwynik X(s,i;,0)=a;, /H;,

itd
T T T
<X >= as + E H.S,'ila”i.l + E § H.S,'ilH’il,’iQa'ig +
i1 =1 i1=119=1
Rozpoznajemy wczesniejszy wzor:
_ Oszacowanie s-tej sktadowe;]
—1 ) : : :
=(I-H) a rozwigzania dostaniemy jako
srednia wazona z wynikoOw
T = a; + Z Hija, + Z Z H,; H, ;,a;, + trajektorii bladzenia przypadkowego

J1=1ja—1 wg. podanego wyzej regulaminu

j > 5 , S y }];31}151j2}152j3ad3 +

J1=1ljo=1353=1




Przyktad:
Startujemy od s=1:

2.2477936E-05 0
*** -9.000000 -9.000000
8.5032448E-02 0
*** -9.000000 -9.000000

0.6013526 2
0.8916113 1
0.9679557 3
0.1896898 0

*** 0.0000000E+00 -6.000000
0.5149758 2
0.3980084 0

*** 0.0000000E+00 -4.500000
0.2629062 0

*** -9.000000 -5.400000
0.7435125 3

8.9547768E-02 0
*** 0.0000000E+00 -4.500000
0.5603899
0.5822297
0.8095667
0.5919188
0.5117126
0.8766339
0.9950845
0.7262117
0.9666114
0.2971023
*** 0.0000000E+0
0.4260508
0.8994977
0.6529987
0.9015343
0.9615331
0.1647129

-3.857143
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Drukujemy liczbe losowg i zaakceptowany stan
Trajektoria koriczy sie przez “***’, dwie liczby to ,wynik” oraz
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= _(412;1)T
a=(-3,00)

| !
800 1000



Przyktad:
Startujemy od s=1:

ot =< (X—<X>)"> Wariancja (miara zmiennosci rozktadu pstwa)

N

Z - <X >) Oszacowanie wariancji (estymator nieobcigzony)
W naszym przykfadzie, X przyjmuje 2 T T b =(9,0,0)7
wartos¢ -9 z pstwem 44.(44)% M/w% ‘= (21 ’2 1)
oraz 0 z pstwem [100-40.(44)]% 4| [P
Srednia -4 . a=(300)
Wariancja: 44.(44)%*(-9+4)"2+ @

(100-44.(44)%)*4"2=20 8l .
-10 S R S R B —

0 200 400 600 800 1000
numer wedrowki



wariancja

Szacowanie btedu wyznaczenia sredniej
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o’(< X >) =

wariancja dla sredniegj
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Metody MC dla réwnan czgstkowych

V¥ x

X(t)
Czas: w jednym kroku zmienia si¢ z ¢ na t+1
W czasie zmiany czastka (we¢drowiec) z pstwem p przechodzi
do prawego oczka siatki przestrzenne;j x(t+1)=x(0)+1
a z pstwem g=1-p przechodzi do oczka lewego x(t+1)=x(¢)-1

Ruch zaczyna sie¢ w chwili czasowej =0 1 w punkcie x=0.

Prawdopodobienstwo tego, ze w chwili czasowej ¢ czastka jest w punkcie x: v(x,z)
v(x=0,t=0)=1, v(x,t=0)=0 dla x<>0

Zgodnie z regulaminem bladzenia: v(x,t+1)=p v(x-1,)+q v(x+1,f)



Zgodnie z regulaminem btadzenia: v(x, t+1)=p v(x-1,f)+g v(x+1,7)

W powyzszym wzorze ¢t oraz x to indeksy punktow
Dla siatki o krokach Ax 1 A¢ pstwo w funkcji potozen:

v(x, t+ At)=p v(x —Ax , t)+q v(x+AX.,t)

Rozwijamy v z powyzszego wzoru w szeregu Taylora.
Zachowujemy 2 pierwsze wyrazy dla lewej strony oraz 3 pierwsze dla strony prawe]

ov(x,t) 1 Pv(et) , o ov(z,t) . 1 Jv(x,t) , o
' o Ax + E})WAJ: + qulx.t) + (;TAH,‘ + E(}WA.’L’

ov(x,t) 1 0%v(z, 1)
ox At 2 022

Ax?

Réwnanie adwekcji dyfuzji Ut + Vuy = Dugy

Ax
V=(p—q)—
(P —a) %
7 Btagdzenia przypadkowego o ww. regulaminie
1 Az? mozna wiec uzy¢ do oszacowania rozwigzan

2 At rownania adwekcji dyfuzji



Alternatywne wprowadzenie dla czystej dyfuzji:

0%v ov
Daa:Q Ot

Wersja réznicowa (tzw. schemat Eulera)

v(x + Az, t) +v(x — Az, t) — 2v(x,t) v(x,t+ At) —v(x,t)
D —
Ax? At
2D At DAt

v(x,t+ At) = (1 BN ) v(x, t) + A (v(x — Az, t) + v(z — Ax, t))

Dla danej statej dyfuzji i kroku siatki przestrzennej dobierzemy krok czasowy tak, aby

2DAt ]
Axr?2

Wtedy:
co odpowiada bfgdzeniu

1
v(z,t+ At) = ) (v(z = Az, t) +v(r — Az, 1)) przypadkowemu z p=g=1/2



0%v

D =

ov

ox?

Warunki brzegowe:
Warunek poczatkowy: u(x,t=0)=h(x)

ot

v(x,t+ At) =

DO —

u(0,t)=f(t), u(a,t)=g(t)

"
8

X=4

g(t)

(v(x — Ax,t) + v(x — Ax,t))

Regulamin:
Startujemy w chwili t

Wedrowiec cofa sie w czasie

W kazdym kroku czasowym
przechodzi do prawego lub lewego
sgsiada z pstwem 50%

Wedrowka koniczy sie, gdy wedrowiec dojdzie
do brzegu (x=0) lub (x=a) z wynikiem f(t) lub g(t)
lub gdy dojdzie do chwili poczatkowej, wtedy
wynik wedréwki: h(&)

gdzie € oraz t to wspdtrzedne korica wedrowki



D

Wyniki: a=10; Ax=0.1, D=1 - At=0.05
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0.0

l

10

0%v ov

ox? ot 2DAL

Azx?

Rozwigzania MC dla chwili czasowej t=5
Uzyskane dla 100 oraz 1000 btadzen
startowanych od kazdego punktu

)

Cztery Sciezki
startowane z
X=8

Podobnie mozna rozwigzywac problemy 2D,
Zmienia sie tylko interpretacja kroku czasowego: 4DAt/Ax? =1



Rownanie Laplace’a: 2D

O*u  0%u

522 T T

S| =

U(Ql,y) -7 (u(a:—l—A,y) +U(CC - Aay) +U($,y+ A) -I-’U,(Ql',y - A))

Warunki Dirichleta na brzegu

u(x,y)=f(x,y)

'

e

Punkty nalezgce do
zdyskretyzowanego
~ brzegu




Rownanie Laplace’a: 2D

d°u  O%u
i
ox? = 0y?

1

4

U(Ql,y) -7 (u(a:—l—A,y) +U(CC - Aay) +U($,y+ A) -I-’U,(Ql',y - A))

Warunki Dirichleta na brzegu

u(x,y)=f(x,y)

Startujemy od punktu (a.,3)
Losowo wybieramy krawedz siatki
Idziemy az do brzegu.

'

©

© 00"

eo0-

Punkty nalezgce do
zdyskretyzowanego
~ brzegu

Wynikiem wedréwki jest warunek brzegowy w punkcie koriczgcym wedréwke.

Zmienna losowa: wynik wedréwki dla startu w wybranym punkcie.



Rownanie dyfuzji: wiemy jak je rozwigzywac cofajgc sie w czasie
nauczmy sie symulowac jego rozwigzanie

ou 9%y z czasem ptynacym do przodu
ot o2
u(zx,t) = ! exp(—i) (*) Jedno z rozwigzan
Dt 4Dt
) ' : p(—a2 /a®
Dla chwili poczatkowej t, =0 §(z) = lim ,f,\/;“‘”( v/a’)

Rozwigzanie to przechodzi do delty Diraca,
Lub inaczej stanowi rozwigzanie dla warunku |
poczatkowego w formie u(x,t)=0(x)

ewolucja czasowa

o(x) — u(x,t)
ad(x) + bé(x — xo) — au(x,t) + bu(x — xo,t)

flx) = /d$()f($())5($ — 2p) — fdw()f(w())u($ — 2o, 1)

Jesli bede wiedziat jak zasymulowac rozwigzanie startujgc od delty Diraca,
bede wiedziat jak zasymulowaé rachunek dla dowolnego warunku poczatkowego



1000.00 ,

800.00 |—

600.00 —

400.00 —

200.00 —

Liczba wedrowcow w przedziale

0.00 1
-8.00

8.00

Wynik: wprowadzam przedziaty o dlugosci 0.5

wwt) = ——= 1Dt

1) W punkcie x=0
wstawiam 10 000 wedrowcoOw
2) Dla kazdego wedrowca
dokonuje przesunigcia
X =Xtp,
gdzie p jest zmienng losowa
o rozktadzie gaussowskim
ze Srednig u=0 w zerze oraz
wariancji o? =2Dt

L o (_ (z — ﬁ)z)

o\ 2w 2?2

Rysuje oczekiwang liczbe wedrowcow w kazdym przedziale

oraz wynik eksperymentu



Zamiast 1 kroku z wariancjg c? :
10 krokdéw z wariancjg o/ 10,
Wynik:

1200.00 , i , ,

800.00 —

400.00 —

Liczba wedrowcéw w przedziale

0.00 !

-8.00 -4.00 0.00 4.00

8.00

1 oxc (_ 5132)
—; P Dy

u(z,t) =

1) W punkcie x=0

wstawiam 10 000 wedrowcow
2) 10 razy powtarzam operacjg:
Dla kazdego wedrowca

dokonuje przesunigcia

X =Xx*p,
gdzie p jest zmienng losowa
o rozktadzie gaussowskim
ze Srednig u=0 w zerze oraz
wariancji o?=2Dt /10

Przesuniecie w jednym kroku
czasowym: normalne ze srednig
zero oraz wariancjg dang

przez 6% = 2DAt.

Whiosek: Symulacja rozwigzania rownania dyfuzji MC:

W chwili poczgtkowej wedrowcy roztozeni zgodnie z warunkiem poczatkowym
kazdy z nich wykonuje w kazdym kroku czasowym losowe przesuniecie zgodne
z rozktadem normalnym o $redniej zero i wariancji 62 = 2DAt.



Przesuniecie w jednym kroku czasowym: normalne ze srednig . (@ — p)?
zero oraz wariancjg o? = 2DAt Nlou)= 75z P (_ 207 )

p —zmienna losowa o rozktadzie normalnym, sredniej O i wariancji ¢ 2
p, —zmienna losowa o rozktadzie normalnym i wariancji 1

X =Xxtpo=xtop

function p, ()

x1=rand()

x2=rand()

pi=4*atan(1.0)

p; = sqrt( - 2.0*log(x1) ) *cos( 2 *pi* x2)
end

Metody MC — stosowane do np. dyfuzji neutronow.
Jakos$¢ rozwigzania i czas rachunkdw nie zalezy od liczby wymiaréw,

dla skomplikowanej geometrii w 3D rachunek moze by¢ konkurencyjny
do metod tradycyjnych [MRS, MES].
W MC nie musimy budowaé zadnej siatki przestrzennej.

W rachunkach wielowymiarowych metody MC uwazane s3 za niezastgpione.
Problemy wielowymiarowe, generowane w mechanice kwantowej.
Przyktad: pétprzewodnik, 3 nosniki dziura + 2 elektrony (trion ekscytonowy)
uktad 12 (!) wymiarowy.

Metody MC — jedyny sposob zblizenia sie do rozwigzania doktadnego.



Rownanie Schroedingera zalezne od czasu

oV
h— = HU
ot
: : . . h?
Operator Hamiltona w najprostszej wersiji: HU = _Q_V |/ V(r)\lj
m
n(r,t) = |U(r, t)‘Q Gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia

czastki w chwili t i w punkcie r

I®

1 xr
u(x, t) = /oDl exp(— 4Df)
! g ’

BTW: rozwigzanie réwnania dyfuzji
dla warunku poczatkowego u(x,t)=0 (x)
rozwigzanie mozna interpretowac, jako gestos¢ prawdopodobienistwa
znalezienia w chwili t i w punkcie x czgstki, ktéra w chwili t=0 byta
w poczatku uktadu wspodtrzednych



Réwnanie Schroedingera zalezne od czasu

ov
7 o
Yot

2
HY = - g2y 4 V(r)W
2m

T=-it Wstawmy czas urojony (rotacja Wicka)

o or 0

ot~ Ot Or

SOV _ h? 0% (x)
or  2m  Ox?

= Vi(2)¥(2)

réwnanie dyfuzji




Rownanie Schroedingera zalezne od czasu

a‘l’ H . . . . . . .
. . jest liniowy, rozwigzanie mozna wiec H S o
ih ot = HWV wskazac jako superpozycje standw wtasnych Cbn nqb”

V(z,t) = Z Cnn(x)exp(—iE,t/h) ¢, nie zalezy od czasu

n

T=-it

ov  h® 9*V(x)
h— = — Vi)V (x
' or 2m  Ox? ()W (z)

Sktadowe gasng tym szybciej im wyzsza

\IJ(ZC, T) — Z Cn Cbn (:17) eXp(—EnT/h) jest ich energia, najwolniej gasnie sktadowa E,

o¥  h? 0°V(x)
— = — (V(z) — Er) ¥(x
h@’r 2m  Ox? (V(z) r)¥(z)

Sktadowe gasna tym szybciej im wyzsza
jest ich energia, o losie symulacji decyduje ustawienie

punktu odniesienia wzgledem energii stanu podstawowego

) (3; 7-) — E Cr On (g@) exp(— (En — ER)T/h) 1) Je$li E, < E, Funkcja falowa eksploduje w funkcji 7
2) Jesli E,> E; Funkcja falowa znika w funkcji 7
3) Jesli E,= E, Funkcja falowa dazy do ¢, ¢,
(funkcji falowej stanu podstawowego)

n



oV  h? 9°¥(x)
Or  2m  Ox2

Sktadowe gasng tym szybciej im wyzsza

jestich energia

1) Jesli E, < E; Funkcja falowa eksploduje w funkcji ¢
2) Jesdli E, > E; Funkcja falowa znika w funkcji ¢

U(x,7) = Z Cntn () exp(—(E, — Er)T/h) 3) Jesli E, = E, Funkcja falowa dazy do ¢, ¢,

(funkcji falowej stanu podstawowego)

h

- (V(z) = Er) V()

n

Whiosek: dla odpowiednio dobranego poziomu odniesienia funkcja falowa
w czasie urojonym dazy do funkcji falowej stanu podstawowego
niezaleznie od warunku poczgtkowego
[o ile tylko catka przekrywania < ¥x,0) |f, (x)> =c, nie znika].

Kwantowa dyfuzyjna metoda MC — do wyznaczenia funkcji falowej stanu podstawowego
Kluczowy = dobdr E; oraz opis generacji / zaniku wedrowcow

Algorytm:

1) Umiesci¢ N wedrowcow gdziekolwiek, np. wszystkich w poczatku uktadu wspotrzednych

2) Kazdy z wedrowcow jest przesuwany, o losowa wartos¢ zgodna z rOwnaniem dyfuzji, to jest
X:=x+o p, gdzie wariancja

o2 — n Ar ou o0 u

m ot Ox?

3) Replikacja wedrowcow o2 =2DAt



3) Replikacja wedrowcéw

oV n* 9°(x)

= — — r)— Er)V¥(x
or 2m  Ox? (V(x) r) W(x)

h

Dla zaniedbane] czesci dyfuzyjnej mamy w kazdym punkcie x:

U(x,7)=V(z, 7 =0)exp[(Er — V(2))7/h]
W(x)

ER — V(il?)

- dr

Wix)~1+

W oryginalne] metodzie wedrowiec znajdujacy sie w punkcie X jest rozmnazany n razy, gdzie n jest
liczbg catkowitg najblizszg W(x)

Co sie bedzie dziato: wedrowcy ging na wierzchotkach potencjatu wznoszacych sie
ponad poziom odniesienia, a mnozg sie w dolinach.

méhd wedrowcow ma symulowac
o® S gestosé pstwa dana przez funkcje falowa
@ @ ¢y (nieprzez |, I
jak w mechanice kwantowej !!')
¢, (bez pola magnetycznego) moze byc
rzeczywista i wigksza od zera




3) Replikacja wedrowcéw

OV _ h? 020 (x)
Or 2m Ox2

— (V(z) = Er) ¥(2)
Dla zaniedbane] czesci dyfuzyjnej mamy w kazdym punkcie x:

U(x,7)=V(z, 7 =0)exp[(Er — V(2))7/h]

W(x)
ER — V(il?)
h

Wix)~1+ dr

W oryginalnej metodzie wedrowiec n znajdujacy sie w punkcie x jest rozmnazany m, razy, gdzie m jest liczbg
catkowitg najblizszg W(x,)

-Takie grozi nagtg eksplozjg liczby wedrowcdw, gdy jeden z nich

wdepnie w gteboki dotek. Na poczatku symulacji, gdy oszacowanie E jest zgrubne moze to prowadzi¢
do niestabilnosci symulaci,

dlatego lepiej:

m, = min{int(W(x,)+rand(), 3},  gdzie rand() - liczba losowa z przedziatu [0,1] (rozktad jednorodny)

gdy krok czasu urojonego dzjest maty: wtedy W oscyluje wokot 1 i rzadko przekracza 2,
wtedy ograniczenie m, przez 3 generuje maty btad

Jesli m wyjdzie zero - likwidujemy wedrowca, jesli m, wyjdzie 3 — startujemy dwie nowe Sciezki
btadzenia dyfuzyjnego od punktu x



Algorytm:

1) Umiesci¢ N wedrowcow gdziekolwiek, np. wszystkich w poczatku uktadu wspotrzednych

2) Kazdy z wedrowcow jest przesuwany, o losowa warto$¢ zgodna z rownaniem dyfuzji, to jest
X:=x+o p, gdzie wariancja

3) Rep“kacja Wedrowcéw Wix)~1+ Er _hv(:"‘)d”r m,= mln{ int(W(xn )+rand() , 3}

4) Adaptacja poziomu odniesienia E

Sktadowe gasng tym szybciej im wyzsza

jest ich energia

1) Jesli E; < Eg  Funkcja falowa eksploduje w funkcji t
2) Jesli E; > E  Funkcja falowa znika w funkcji t

3) Jesli E, = E; Funkcja falowa dazy do ¢, f,

(funkcii falowej stanu podstawowego)

Dobre E; bedzie oszacowaniem energii stanu podstawowego,
ma byc takie aby funkcja falowa sie nie zmieniata

Chcemy wiec aby liczba wedrowcow sie nie zmieniata, wiec

Er — V(i)

- dr

Wir)~1+

Srednie W powinno by¢ jeden

N
. 1
Czyli: FEgr = N Z Vi)

i=1



Algorytm:
1) Umiesci¢ N wedrowcodw gdziekolwiek, np. wszystkich w poczatku uktadu wspotrzednych
2) Kazdy z wedrowcow jest przesuwany, o losowa wartos¢ zgodng z rdwnaniem dyfuz;ji, to jest

X:=x+o p, gdzie wariancja
. . , _ Er —V(x)
3) Replikacja wedrowcow W(z) >~ 1+ T

4) Adaptacja poziomu odniesienia Eg,

N
1

=1

m_ = min{ int(W(x, )+rand() , 3}

ChcielibySmy utrzymac statg liczbe wedrowcoéw w czasie symulacji.
Po replikacji mamy N=N, wedrowcdw, a chcemy ich liczbe utrzymac na poziomie N,
empiryczna i skuteczna w tym celu modyfikacja poziomu odniesienia:

h N;

L = F — (1 —
H R+AT( N())

Uwaga! Pojawiajq si¢ dwa progi £,
Energie stanu poczatkowego szacujemy na podstawie E,
Er"uzywane do wyliczenia W

Uwaga: E, warto usredniac nie tylko po obecnej iteracji, ale réwniez po krokach
poprzednich (z pominieciem pewnej liczby krokéw poczatkowych)



Przyktad: atom wodoru (3D)

1o 1
H=—-—-V"— —
2 r

1000 wedrowcdw, ich potozenia startuje od r=(1,1,1)

krok czasu urojonego d7=0.1
c?=dr

-0.30 —

-0.40 —

-0.50

L ek

chwilowy
-0.60 —

Oszacowanie energii

‘h‘H L i I LI I\” Hnl\lnm ‘ ”_\||'||I.l|| t

i

E=-1/2
Fo =Cexp (-r)

od poczatku symulacji

-0.70 ‘ ‘

0.00 400.00 800.00
Numer iteracji

1200.00

Oczekiwana liczba wedrowcow

200.00

ra
S
o
o

100.00

w odlegtosci r-dr/2, r+dr/2 od jada

Wynik doktadny
10 000 dr r? exp(-r)
wynik dla

0 000 wedrowcow




Przyktad: atom wodo Uwaga: gesto$¢ wedrowcow jest proporcjonalna
do funkcji falowej (rzeczywistej, dodatniej),
o 1 _o 1 anie do gestosci prawdopodobienstwa (f.falowa? )
H = _Ev ;- Kwantowa Metoda MC w tej formie: stosowalna
tylko dla stanu podstawowego nie wiecej

1000 wedrowcéw, ich p niz dwoch identycznych fermionéw

krok czasu urojonego d o . _ . )
Istniejg jednak warianty pozwalajgce rozwigzywac

Oszacowanie energii

o’=dr . PRy
030 — problemy dla wielu fermionow
oraz w polu magnetycznym
| (funkcja falowa przestaje byc¢ rzeczywista) r)
040 | S :
0.40 od poczatku symulacii ‘8 -8 Wynlk dla
1 = 10 000 wedrowcow
e X
“ \H i “| ] uﬂ \I\I il ‘”IIIV “I\Hlnl\ll ‘ ||\|l \i hl\ i T Oonw
o0 IR \\Hw ‘H“"’ ’ l”‘ g a
| o &
0O
chwilowy tl) -{l:
-0.60 o= —100.00 —
© g
| § o
o70]
Z O
-0.70 ‘ ‘ ‘ f) % 0.00 T | l T 1
0.00 400.00 800.00 1200.00 'L\I) o 0.00 4.00 8.00 12.00
Numer iteracji @) ; r



