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Kropka kwantowa - uktad wieloelektronowy

Dowolny uktad wieloelektronowy — Hamiltonian dla N elektronéw

) N Ny
A= i;h(r,) + Hi>/z':1 W
gdzie hamiltonian jednoelektronowy
h(rj) = 24 0(r).

o U(x,-) jest operatorem energii potencjalnej — opisuje np. potencjat uwigzienia w kropce.

2

€
o Czion n2,>/ 17 op|su1e oddziatywania elektronowe; x = e

o Potraktujmy go jako zaburzenie. Hamiltonian niezaburzony:

N
A =S h(ry).
i=1
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Uktad dwuelektronowy

Najprostszy ukfad: dwuelektronowy. Hamiltonian niezaburzony:
AO = h(ry) + h(ro).

Roéwnanie Schrédingera
HOy O (ry,15) = E@pO(ry, 1) 1)

rozwigzemy zakfadajgc funkcje falowa w postaci iloczynu funkcji jednoelektronowych
P O(r1,r2) = n(r1)ml(r2)
Dzigki temu mozemy rozwigzaé réwnanie standardowg procedurg — przez rozdzielenie zmiennych
h(r1)gn(r1) = Enton(ry),

h(r2)¢m(r) = Emm(r2),
EO® =  E,+ Epn.
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Uktad dwuelektronowy — funkcje falowe

Funkcja falowa zalezy takze od spinu. Mozna przedstawi¢ ja w postaci iloczynu czesci przestrzennej « i spinowej o
V(xi, %) = ¥(ry,r2)o(1,2),
powinna by¢ ona antysymetryczna wzgledem zamiany czastek, tzn. W(xy, Xo) = —W(Xo, X1).
Uwaga, oznaczenia: x; - to zalezno$¢ od wspédtrzednej przestrzennej r; oraz spinowe;.
Réwnanie Schrddingera (1) spetnia réwniez kombinacja
(11, r2) = C1n(r1)¥m(r2) + C2¥m(r1)¥n(r2) 2

dla hamiltonianu H(©) odpowiada ona energii E(®).
Funkcja (2) powinna by¢
o Symetryczna lub antysymetryczna wzgledem zamiany dwéch elektronow
o Zatemcy = +¢o

o Znormalizowana
o Zatemcy =1/v2
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Czes$¢ przestrzenna funkcji falowej

Mozliwe sg dwie przestrzenne czesci funkcji falowej
o Symetryczna

Us(112) = = [n(t)m(t2) + m(trn(r2)
o Antysymetryczna
Palry. 1) = % [n(r1)m(r2) — Gm(r Yon(r2)]

jednak w przypadku n = m (oba elektrony w tym samym stanie) istnieje tylko funkcja symetryczna

ps(r1, r2) = Pn(r1)yn(r2).
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Czesc¢ spinowa funkgcji falowej

Cze$¢ spinowa przedstawiamy w postaci iloczynéw funkcji o = (1) lub 5 = (9).
o Dla stanu dwu-elektronowego spinowa liczba kwantowa s = 0 lub s = 1

o &2 (Operator kwadratu spinu) — wartos¢ wiasna h2s(s + 1), liczba kwantowa odpowiednio s = 0 lub 1
o S, (Operator rzutu spinu na o$ z) — warto$¢ wtasna am, liczba kwantowa odpowiednio m = 0 lub m = 0, +1

Mozliwe funkcje spinowe
o Antysymetryczna wzgledem zamiany dwdch elektronéw

1

0a(1,2) = \@[ (1)5(2) = s(1)a(2)],
o Symetryczna — trzy mozliwosci
os(1,2) = (1)(2),
os(1,2) = (1)5(2),

os(1,2) = 5 [2(1)75(2) + (D)),
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Czesc¢ spinowa funkgcji falowej

Cze$¢ spinowa przedstawiamy w postaci iloczynéw funkcji o = (1) lub 5 = (9).
o Dla stanu dwu-elektronowego spinowa liczba kwantowa s = 0 lub s = 1

o &2 (Operator kwadratu spinu) — wartos¢ wiasna h2s(s + 1), liczba kwantowa odpowiednio s = 0 lub 1
o S, (Operator rzutu spinu na o$ z) — warto$¢ wtasna am, liczba kwantowa odpowiednio m = 0 lub m = 0, +1

Mozliwe funkcje spinowe
o Antysymetryczna wzgledem zamiany dwdch elektronéw — wypadkowy spin zerowy

1

03(1,2):\@[ Mpe2)—s(1)a(2)], s=0, m=0.
o Symetryczna — trzy mozliwosci
0s(1,2) = (Ma(2), s=1, m=1,
os(1,2) = (1)5(2), s=1, m= -1,

os(1,2) = 5 [0(1)5(2) + /()a(@)], s=1, m=0.
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Catkowita funkcja falowa

Calkowita funkcja falowa powinna by¢ antysymetryczna, zatem mozliwe sg

o singlet
W(1.x2) = 5 [in(r ) n(t2) + (v n(r2)] <5 [(1)(2) = S(1)0 @)
o tryplet
1 (1)0(2)
V(x1, %) = 7 [n(r1)¢m(r2) — ¥m(r1)in(ra)] {\}5 [«(1)5(2) + 2(1)(2)] .
(1)5(2)
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Catkowita funkcja falowa

Calkowita funkcja falowa powinna by¢ antysymetryczna, zatem mozliwe sg

o singlet ]
W(1.x2) = 5 [in(r ) n(t2) + (v n(r2)] <5 [(1)(2) = S(1)0 @)
o tryplet
1 (1)0(2)
V(x1, %) = 7 [n(r1)¢m(r2) — ¥m(r1)in(ra)] {\}5 [«(1)5(2) + 2(1)(2)] .
(1)5(2)

Przypadek v¥n = ¥m (oba elektrony w tym samym stanie) istnieje tylko singlet

\v(xth)=wn(r1)wn(rz)%[ (1)5(2) = 5(1)(2)]-
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Przyktad pomiaru widma kropki kwantowe; !

-300 N=2
s N VBias=2-5mV = g
> £ +CM
g g
E g
g e
S o
= )
= 2
h 3
a
4 -2 0 2 4
bias voltage (mV) 0 2 .4 ] 6 8
(a) (b) magnetic field (T)

o Diagram stabilnosci Rys. (a):
o Oznaczenia na rysunku:
o Sy —najnizszy stan singletowy (liczba kwantowa m = 0)
o T, —wzbudzony stan trypletowy (liczba kwantowa m = 1)
o T_ —kolejny stan trypletowy (liczba kwantowa m = —1); réznica w energii moze wynika¢ z braku symetrii kropki
o Pomiar wzdtuz lini przerywanej w funkcji pola magnetycznego i napigcia na bramce PG

o Pomiar wzdtuz lini przerywanej w funkcji pola magnetycznego i napiecia na bramce PG
o Energia singletu Sy roénie z B
o Singlet Sy i tryplet T, przecinajg sigok. B=4T

c. Ellenberger et al, Phys. Rev. Lett. 96, 126806 htips:/link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLeit.96.126806 =] 5 = = El= val
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Podwdjne kropki kwantowe, przyktadowe uktady

drain

o (a) dwie kropki potaczone szeregowo miedzy zrédtem a drenem.
o Prad ptynie, gdy potencjaty chemiczne obu kropek sg rowne sobie oraz potencjatom chemicznym zrédta i drenu.

o (b) dwie kropki potagczone réwnolegle miedzy wspélnym zrédtem a drenem.
o Prad ptynie, gdy potencjat chemiczny przynajmniej jednej z kropek jest réwny potencjatom chemicznym Zrédta i drenu.

o (c) dwie kropki potgczone réwnolegle miedzy osobnym zrédtem a drenem.

o Elektroda 2 stuzy do kontroli liczby elektronéw w kropce 0 a elektroda 3 — w kropce 1.
o Ze wzgledu na mate wymiary, elektroda 2 wptywa réwniez na kropke 1, a elektroda 3 na kropke 0.
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Diagram stabilnosci

@3

(No- LN~ 1)

T (Ng. Ny - 1)

0
o (a) Podwéjna kropka kwantowa — obraz z mikroskopu sit atomowych.

o (b) Diagram stabilno$ci w funkcji napie¢ na bramkach 2 i 3 sterujacych kropkami 0 1.
o charakterystyczne heksagonalne obszary o statym tadunku w kropce

o (c) Eksperymentalny diagram stabilno$ci — pochodna pradu miedzy zrédtem a drenem?.
2Phys. Rev. Lett. 96, 036804 (2006).
AMK

= = =r E|=
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Sprzezenie tunelowe miedzy kropkami

o Zaktadamy Ng = Ny =0

o W obecnosci skonczonego sprzezenia tunelowego miedzy
kropkami, diagram ulega zmianie w okolicy potréjnych punktéw (tu
A, B)

o Hamiltonian jednoelektronowy

H— (€o(¢2,¢3) Yot ) 3)

()2

o7 €1(¢2, $3)
element macierzowy ~y¢ opisuje sprzezenie tunelowe
o €, 1 to poziomy energetyczne kropek przy zerowym sprzezeniu

€o(¢2, ¢3) = const — |€[apadz — |€]cozs
€1(¢2, ¢3) = const — |€|ar2dz — |€|a13gs

tu: o to lever arm dla kropki i oraz bramki ;.
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Sprzezenie tunelowe miedzy kropkami

o Diagonalizujgc hamiltonian (3) otrzymujemy energie stanéw jednoelektronowych w QD

E €0 + €1 1

]
t= 5 = E\/(fo —c)2 AP =k E\/52+4|’Yo1|2

¢ — $rednia energia, § — detuning. Energia stanu podstawowego: £y = E_

'ty

o Energia stanu dwuelektronowego:

&2
E> =2+ —
2 Co1

Co1 — pojemno$¢ miedzy kropkami, €2/ Cyy — energia sprzezenia
pojemnos$ciowego miedzy kropkami

S [ (No. N | (Nt
o ] ] ) E s Ny+1)
o Linie miedzy heksagonami ulegajg wygtadzeniu: o \\
Ng .
1
pm=E —Ey=¢— >V 62 4 401 |2 (punktA) g0 MoM) T (N
Ny)
1 2 0 Is
pe=Ey —Ey =e+ 2V 02 + 4]y + g; (punktB) et (V)
01

AMK
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Woptyw sprzezenia tunelowego miedzy kropkami

dot 0 dot 1

N 5o
e
(@) (®)

(a) 2 kropki potaczone szeregowo, (b) uktad do$wiadczalny (c) prad przy przewodnosci miedzy kropkami od 0.44 €?/h do 1.92 €2 /h.%

(Not+1,Ny)

(c) Vgr (mV) :

o Mate sprzezenie: prad ptynie tylko, gdy potencjaty chemiczne w obu kropkach réwne sobie i potencjatom chemicznym
bramek (punkty 1).

o Rosngce sprzgzenie: prad tworzy wzér heksagonalny, z zaokraglonymi brzegami.

o Bardzo duze sprzegzenie: brak heksagonéw, linie rownolegte, uktad zachowuje sie jak pojedyncza kropka.

3C. Livermore et. al, Science (1996) 274, 1332.
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Stany spinowe podwdéjnych kropek kwantowych

B=0
V, V,
81 g2
E, (LDr
Qi
¥} Detuning S

©

3 mozliwe stany dwu-elektronowe: (0, 2), (2,0), (1,1)

©

Oba elektrony w jednej z kropek: preferowany stan singletowy (0, 2)g, (2, 0)s; tryplet ma znacznie wyzszg energie.

o Po 1 elektronie w kazdej kropce: energia stanu wzbudzonego (trypletu) nieznacznie wyzsza od singletu.

©

Pole magnetyczne znosi degeneracje trypletu: Ty 0 zerowym spinie oraz T, T_ o spinie jednostkowym.

©

Anticrossing migdzy stanami singletowymi, np. (0, 2)g, (1,1)s, ale tryplet (1, 1)1 jest ortogonalny do singletu — brak
anticrossingow.

“left: T. Wu and J. Guo, "Computational Assessment of Silicon Quantum Gate Based on Detuning Mechanism for Quantum Comgguting,"
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10.1109/TED.2018.2876355

Pole nadsubtelne

)
3 It
g 18y
= N1

It

Magnetic field (mT)

o Spiny jadrowe pétprzewodnika wytwarzajg efektywne pole magnetyczne (tzw. pole Overhausera)

o Stany trypletowe mieszajg sie z singletowym

o W niezerowym polu magnetycznym stany T (| 11)) i T— (] J)) roznia sie energia od Ty i S, (odpowiednio

(| 19 £41))/v?2)

o Ty i S mieszajg sie tworzac | 1)) i | 41)
o = = = El= 9ace
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Skonczone napiecie zrodto-dren. Blokada spinowa®

(a)

ES 0,
o Rozwazmy rejon (a) i (b) na diagramie stabilnosci

o Stabilny stan fadunkowy — tylko w biatym obszarze

o Jasnoszary obszar — wspotistniejg 2 stany tadunkowe. (np. (0,0) i (0,1))

o Ciemnoszary obszar — wspétistniejg 3 stany tadunkowe. Przeptyw elektronu np. (0,0) — (1,0) — (0,1) — (0,0)

5T. Ihn, Semiconductor Nanostructures, Oxford University Press Inc., New York
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Skonczone napigcie zrodto-dren. Blokada spinowa

(a)

1 T4

™ ]

dot 0 dot 1

~

o Dolny tréjkat: stan (1, 0) ma nizszg energie niz (0, 1) — przypadek 3
o Gorny trojkat: przeciwnie — przypadek

o Przyp. 2 — prad ptynie gdy potencjat elektrochemiczny zrédta wyzszy niz drenu
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Skonczone napigcie zrodto-dren. Blokada spinowa

(:)3

(0,2)

1,104(0,2

o (0.1

AMK

(LDf2

(LD

02

—
—
—
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Blokada spinowa®

a) 9 101

Mlmmlﬁ

0 5 1015
Molpa) )t 8 ol (o) 2 22 %

o Kropki szeregowe: transport tylko w jednym z trojkatéw,
zaleznie od napiecia zrodto-dren

o Tu trojkaty nachodzg na siebie (duze napigcie zrodto-dren)

o (a, b) napiecie "dodatnie", (c, d) "ujemne" [potencjat
elektrochemiczny: o< —|e| V4]

-1.035  -1.030
V, (V)

5 (
o Gdy 1 elektron juz w kropce, prad niezerowy tylko przy
napieciu dodatnim

Sa.C Johnson, J. R. Petta, C. M. Marcus, M. P. Hanson, and A. C. Gossard, Phys. Rev. B 72, 165308 (2005) =} = = =
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Skonczone napigcie zrodto-dren. Blokada spinowa

o Przyp. 2: potencjat elektrochemiczny zrodta nizszy niz
drenu: transport elektronu
(0,1) —» (0,2)S — (1,1)S — (0, 1)

)

Spin zachowany, przeptyw pradu

o Przyp. 1: W lewej kropce elektron wchodzi w stan (1,1)S
lub (1,1)T

©

Qo

Qo

(0,1) — (1,1)S — (0,2)S — (0, 1), prad moze ptynaé
gdy elektron ze Zrédta wejdzie w stan (1, 1) T, prad nie
ptynie:

Cykl (0,1) — (1,1)T — (0,2)S — (0, 1) wymagatby
odwrdécenia spinu

Eletron w lewej kropce nie moze tunelowaé do zrédta (z
powodu napiecia), pozostaje w stanie (1,1) T,

Kolejny elektron ze zrédta nie moze tunelowaé na lewa
kropke (blokada Coulomba)

Blokada spinowa
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@ Metody obliczeniowe
o Metoda Hartree-Focka
o Metoda Hartree
o Metoda oddziatywania konfiguraciji

[m] = =
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@ Metody obliczeniowe
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Spinorbitale

o Funkcja falowa antysymetryczna wzglgdem zamiany 2 czastek, x; <— x;

W(x1,x2) = =W (xe, X1)

o Funkcje takg mozna skonstruowaé ze spinorbitali : czyli cze$¢ przestrzenna (orbital) v; przemnozona przez funkcje
spinowa
1
= E[% (x1)p2(x2) — w2(x1)p1(x2)]

o Mozna zapisa¢ w postaci wyznacznika (Slatera)

_ 1 @ (X) ¥ (X)
V(x1,X2) = V2 go;(Xl) 9012();) ’

AMK Wieloelektronowe widmo kropki kwantowej sprzezone kropki kwanto 19 grudnia 2021, ostatnia aktualizacja 22 marca 2023 28/56



Wyznacznik Slatera

o Funkcja falowa antysymetryczna wzgledem zamiany 2 czastek, x; <— x;

W(X‘]?"WXIF~"7Xj7"~7xl7)__‘IJ(XM~"7Xj7"~7X/7"'»XI7)

o To zatozenie spetnia wyznacznik Slatera

P1(x1) e1(x2) - 1(xn)
1 | p2(x1) p2(x2) ... @2(xn)
\U(X17 . . .

..,Xn):ﬁ :

<Pn(.X1) en(x2) ©n(xn)

o ;- spinorbital, czyli cze$¢ przestrzenna (orbital) ); przemnozona przez funkcje spinowa:
= (p) lub 7 = ().
o uktad zamknigetopowtokowy: vy = 14

» P2 =10, pz =120, pa =2, ..., on=1Yppl.

o Przyblizenie jednoelektronowe

o Kazdemu elektronowi przyporzadkowujemy oddzielng jednoelektronowa funkcje falowa — nie jest to doktadne rozwiazanie
réwnania Schrodingera
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Hamiltonian

Uktad n elektronéw

A no Ny
H= ;h(r,) + n?ﬂ ?
Pierwsza suma: jednoelektronowe hamiltoniany
) = 52 + (e
2m* !
U(r;) jest operatorem energii potencjalnej, x = 47@205,
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Metoda Hartree-Focka — wyprowadzenie

Wyznacznik Slatera, oznaczenie: W(xy,...,Xn) = ﬁ det [p1p2 ... ¢n]
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Metoda Hartree-Focka — wyprowadzenie

Wyznacznik Slatera, oznaczenie: W(xy,...,Xn) = ﬁ det [p1p2 ... ¢n]

Energia: E = [W*HWdx = 1 [det [0ip5 ... 5] Hdet[p1¢2 ... on] dx

AMK Wieloelektronowe widmo kropki kwantowej sprzezone kropki kwanto 19 grudnia 2021, ostatnia aktualizacja 22 marca 2023 31/56



Metoda Hartree-Focka — wyprowadzenie

Wyznacznik Slatera, oznaczenie: W(xy,...,Xn) = ﬁ det [p1p2 ... ¢n]
Energia: E = [W*HWdx = 1 [det [0ip5 ... 5] Hdet[p1¢2 ... on] dx

Wyznacznik na lewo od A:m permutacji @j(x,-j) = n! catek.
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Metoda Hartree-Focka — wyprowadzenie

Wyznacznik Slatera, oznaczenie: W(xy,...,Xn) = ﬁ det [p1p2 ... ¢n]
Energia: E = [W*HWdx = 1 [det [0ip5 ... 5] Hdet[p1¢2 ... on] dx
Wyznacznik na lewo od A:m permutacji @j(x,vj) = n! catek.

Wynik kazdej z n! catek taki sam dla kazdej permutacji po lewej — dla kazdej znajdzie sie odpowiednia permutacja w
wyznaczniku po prawej, wiec

E= [ i0)es00)... o3 Fidet[pron .. on] o
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Metoda Hartree-Focka — wyprowadzenie

Wyznacznik Slatera, oznaczenie: W(xy,...,Xn) = ﬁ det [p1p2 ... ¢n]
Energia: E = [W*HWdx = 1 [det [0ip5 ... 5] Hdet[p1¢2 ... on] dx
Wyznacznik na lewo od A:m permutacji @j(x,vj) = n! catek.

Wynik kazdej z n! catek taki sam dla kazdej permutacji po lewej — dla kazdej znajdzie sie odpowiednia permutacja w
wyznaczniku po prawej, wiec

E= [ i0)es00)... o3 Fidet[pron .. on] o

o Oznaczenia: [ dxi--- = [ dry Dspin e dx = dxydXa ... dxp
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Metoda Hartree-Focka — wyprowadzenie

~ n . n
Hamiltonian: H = = h(ry) + & > -
k=1 I>k=1 "%

Hamiltonian jednoelektronowy — catka:
[ #i00)308)... 030 det [re .. on] o
Orbitale ortonormalne; catka jest niezerowa tylko dla takiej samej permutacji po lewej prawe;j

/ 21 (0)03 (%) - 23 (xa) A 01 (1) 02 (%2) - - pn(Xm) X

i#k: S lwi(xi)|Pdx; = 1
f=k: I () A )i (i) e
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Oddziatywanie miedzy elektronami
Oddziatywania — catka:
/ #1003 00) -+ 25 0xn) 70106, Jeal%,) -+ 2p05) - () - ol )b
Niezerowa tylko gdy wszystkie permutacje poza k i / s takie same.
2 mozliwe przypadki:

/907("1)905()‘2)---W;(Xk)---WT(X/)---¢Z(Xn)%<ﬂ1(x1)<ﬂ2(xz)---sﬂk(xk)---@/(X/)--Wn(xn)dx

[ 012300 01000 97 (0) -3 00) 1 ()2 (0) - 91(5) - 24() - )

Stad:
Ju :/@Z(Xk)@/*(X/)r%@k(xk)@/(xl)dxkdxl

K
Ké/:/@Z(Xk)w/*(xl)fmw(xk)w(X/)kadX/
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Energia

n R n 1
H=>"hr)+r > —
k=1 15kt T

o I = [ (%) h(Xi) ok (X)X

2o (X )i (X)X dxy

o Jy = [er(x)e} ()7

o K = [ i (xk)er (x1) 2 oi(xk)er (X)) dxgdx;

Tk

E= ZIII(+Z (Ja — Kig)

k=1 I>k=1
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Przyktad: 2 elektrony

V(xi, %) = % [o1(x1)p2(x2) — @1(X2)p2(x1)] -
Hamiltonian jednoelektronowy — catka:
1 * * * * 7
a1 [ 61 00)50) — 7 ()3 )] o) det [y 2] o

dlak=1:

1

a {/ CPT(X1 )SDZ (XZ)E()“ ) [901 (X1 )802(X2) — ©q ()(2)502()(1 )] dx

— [ 103 0)h0) [on (4 )al) — 1 e (0] dx}
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Przyktad: 2 elektrony

V(xi, %) = % [o1(x1)p2(x2) — @1(X2)p2(x1)] -
Hamiltonian jednoelektronowy — catka:
1 * * * * 7
a1 [ 61 00)50) — 7 ()3 )] o) det [y 2] o

dlak=1: S ¢591=0

1

U
1 {/<PT(X1 )5 (X2)h(x1) [01 (x1)@2(%2) — @1 (X2)p2(X1)] dx

— [ 103 0)h0) [on (4 )al) — 1 e (0] dx}
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Przyktad: 2 elektrony

V(xi, %) = % [o1(x1)p2(x2) — @1(X2)p2(x1)] -
Hamiltonian jednoelektronowy — catka:

a1 [ 163 002300) = o5 )3 (300 ) et i o]

dlak =1: [¢;¢1:O
—
% {/<PT(X1)<P§(X2)h(X1)[<P1 (x1)p2(X2) — p1(X2)pa(xq)] dx [ ¢0a=0

—
— [ 03 (0)h) fon (4 )al) — 1 e ()] dx}
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Przyktad: 2 elektrony

V(xi, %) = % [o1(x1)p2(x2) — @1(X2)p2(x1)] -
Hamiltonian jednoelektronowy — catka:

a1 [ 163 002300) = o5 )3 (300 ) et i o]

dla k = 1: [ ¢301=0
1 . o T
21 {/<P1 (x1)e2(X2)h(x1) [p1 (X1 )p2(X2) — p1(X2)p2(x1)] dx [ ¢0a=0
—
— [ il (0 o ()al) — n Ge)a ()] o
Pozostaja:
1

21 {/901*()(1)90§(X2)h(x1 )1 (X4 )<P2(X2)dx+/@T(X2)<P§(X1)i7(x1)</?1 (X2)502(X1)dx}
1

=2 {/‘PT(X1)’A7(X1)801 (x1)dxy +/<p§‘(X1)f7(x1)<p2(x1)dx1}
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Przyktad: 2 elektrony

Dla A(x;):
o [ Eitaonean + [ es0honeaaon |

Analogicznie dla h(xp)
;

o { [ #sthta)atelde + [ oi0e)ite)er (o

Zmienna catkowania nie wptywa na wynik: [ o5 (xq YA )2 ()dxy = [ 0} 5 (%) (%2 ) o2 (X2 ) dxz

Suma: % upraszcza sie
[ eitaheaentanan + [ o30e)h0e)ee)de

I+ 1
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Przyktad: 2 elektrony
Oddziatywanie

o1 [ 191 0a)estie) — o7 G ()] £ det [ o] o

1

21 {/SDT()G )@;(XZ)% [o1(x1)2(X2) — 01 (X2)2(X1)] AX

= [t [ertalvatee) - o1 l)ala)l o
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Przyktad: 2 elektrony
Oddziatywanie

1

o1 [ 191 0a)estie) — o7 G ()] £ det [ o] o
2!

{ / 7 023 02) - [in () al) ~ o1 ) alox)]

Zmienna catkowania nie wptywa na wynik:

- [t = [ertnlcatie) - pile)ata)l o

/ eo:(m)go;(xaf«m (x1)pa(x2)dx = / @T(XQ)w;(xn%w (X2)ip2(x1 ) dx

AMK

& > «=» =

o
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Przyktad: 2 elektrony
Oddziatywanie

1

o1 [ 191 0a)estie) — o7 G ()] £ det [ o] o
2!

{ / 7 023 02) - [in () al) ~ o1 ) alox)]

Zmienna catkowania nie wptywa na wynik:

- [t = [ertnlcatie) - pile)ata)l o

/ eo:(m)go;(xaf«m (x1)pa(x2)dx = / @T(XQ)w;(xn%w (X2)ip2(x1 ) dx
Razem

AMK

/ w:(xnsa;(xz)fw (x1)pa(x2)dx — / % (% )sa;(xZ)%m (Xa)p2(x1)dx

& > «=» =

o
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Przejscie ze spinorbitali do orbitali

o Przypomnienie: ¢; spinorbital = +); orbital x funkcja spinowa:
= (§) b ) = (9)
O p1=Y1la), w2=YP10), w3 =vzla), @a=12|0), ..., ¥n=1pyp
o Catkowanie [ ...dxx zawiera sume po komponentach spinowych (iloczyn skalarny funkcji spinowych).
o Catki jednoelektronowe:
I = /gof(x1)f7(r1 Yo (x1)axs = [ i (r)B(r )b (1) dr (a(1) (1)) = h
Ih= /<p;(x2)ﬁ(r2)<p2(x2)dx2 = /wr(rz)ﬁ(rz)w (r2)dr2(B(2)18(2)) = h

o Wyniki obu catek sg takie same (niezaleznie od spinu)

n/2

n
D h=2>"1I
k=1 p=1
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Przejscie ze spinorbitali do orbitali

Catki kulombowskie
o rzne orbitale p # q: Yp|a), ¥p|B), Ygla), ¥qlB)

D lar ) (B3
oo = [ 5 0005 02) () amae {(6(1)|ﬁ(1)>(a(2)|a(2)>
(BOIBNBE)IB(2))

4 cztony o tej samej warto$ci.
o ten sam orbital, p = g: spin musi by¢ przeciwny.
Jo = J ek ()i () 75 ex(x)pi(x)dT = Jop
= [ (r)vp (r2) 25 ¥p(r)p(ra)dridra{e(1) (1)) (B(2)|5(2))

1 czton. Uwaga: (8(1)|8(1))(«(2)|(2)) oznaczatoby tylko zamiane miejscami k < /, a to juz uwzgledniono w sumie po

permutacjach.
Razem
n n/2 n/2
Dodi=D Jo+4 D Jg
I>k=1 p=1 g>p=1
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Przejscie ze spinorbitali do orbitali

Catki wymiany
o rozne orbitale p # q: Ypla), Pp|B), Yqla), 1¥q|B)

a0 (B3 (2)
b= [ 000 02 alr (), {(ﬁ(1)a(1)><a(2)ﬁ(2)>
(BB (8(2)15(2))
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Przejscie ze spinorbitali do orbitali

Catki wymiany
o rozne orbitale p # q: Ypla), Pp|B), Yqla), 1¥q|B)

(B (BDlatz) o
Jpq = /1/’;(71)¢;(r2)awq(r1)¢p(rz)df1 dl‘g { (,3(1)‘0((1)) (a(2)\ﬂ(2)) ; 0
BMIB()(B(R2)B(2))

= 2 cztony.

o ten sam orbital, p = g: spiny przeciwne zatem catka wynosi 0.
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Przejscie ze spinorbitali do orbitali

Catki wymiany
o rozne orbitale p # q: Ypla), Pp|B), Yqla), 1¥q|B)

<a(1)\a(1)><a(§)\a(g)> .

doa = [ 05 0053 (02) = balr () {§g§1§§§1§§§§§2§g§2§§ =)
(BMIB(1))(B(2)18(2))

= 2 cztony.
o ten sam orbital, p = g: spiny przeciwne zatem catka wynosi 0.
Razem
n n/2
D Ka=2 > Ko
I>k=1 g>p=1
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Catkowita energia

Razem
n/2 n/2 n/2
= 22 Ip + ZJPP + > (4Jpg — 2Kpq) (4)
q>p=1
n/2
Jpp = Kpp, dodajemy do réwnania > (Jpp — Kpp)
p=1
n/2 n/2 n/2 n/2 n/2
—2Z/p+2 ZJ,,,,+2 > Jpg ZKpp+2 > Kug
g>p=1 g>p=1
ot deq o Koa
Réwnowazne z
n/2 n/2
E=2% b+ Y (2Jpg — Kpq)
p=1 p,g=1
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Metoda wariacyjna

Wyprowadzilismy wzér na energie. Jakie powinny by¢ orbitale v,? Takie, ktére minimalizujg energie
o metoda wariacyjna: wariacja energii 6E = 0

o Poprzez wariacje orbitali 51p
Musimy zachowa¢ ortonormalnos¢ orbitali
Spa = [ (el = 5ng
Zapewnimy to stosujgc nieoznaczone mnozniki Lagrange’a epq
€pq(Spg —dpg) =0, p,g=1,2,...n/2

Energie zapiszemy

n/2 n/2 n/2
E=2) I+ > (2Jog —Kog) =2 > cpa(Spq — 5pa)
p=1 Pt p.g=1
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Metoda wariacyjna

Wariacja energii

n/2 n/2 n/2
SE=2 6lp+ > (20dpg — 0Kpg) =2 > pgdSpg =0
p=1 p,q=1 p:q=1

Otrzymujemy uktad réwnan Hartree-Focka CIIEEETETD

n/2 n/2
A o(r) + D [20a(r)n(r) — Ra(r)un(r)| = > coatolr)
q=1
Definiujemy operator Focka
n/2
Fr) = he) + 3 [2Ja(r) — Ro(r)]
gq=1

Transformacja unitarna bazy wyznacznikéw = macierz wspétczynnikéw epq staje sie diagonalna

F(riygp(ri) = epip(r)
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Metoda wariacyjna

Zdefiniowali$my tu operatory kulombowski i wymiany
Jp(r/)"bq r) = {/ Yy (1)) 1/’p(rj)drj:| Pq(ri)
Kp(r/)’lbq r) = |:/ @Z’p r) "/’q(rj)drjil Up(r)

ep — energia orbitalna elektronu w usrednionym polu potencjatu innych elektronéw

n/2

gp=1lp+ > [2Jpg — Kpq]
q=1

Catkowita energia: oddziatywania liczone podwdjnie, nalezy odja¢

n/2 n/2
E=2) ep— > [2Jog— Kpdl
p=1 p,q=1
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lteracyjne rozwigzanie réwnan Hartree-Focka

obliczenie usrednionego potencjatu

> V0 = 20+ o),
g=1

¥

obliczenie nowych ¢(k+1 dla operatora F

¥

. N k+1)
obliczenie energii E(-+1) =3 6( — Eint

Nie Tak
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Metoda Roothaana

o Przyjmujemy, ze orbitale sg kombinacja liniowg P funkcji bazowych ¢;

P
Yu=> Cudj, J=12,...,P

=1

o za ¢; czgsto przyjmuije sig funkcje Gaussa
o otrzymujemy P orbitali (2P spinorbitali)
o poszukujemy optymalnych wspétczynnikéw C;,,

o Wstawiajac v,, do réwnan Hartree-Focka (5), otrzymujemy
P . P
S0y [ oroiFo =2y [ areie,
j=1 j=1

o Operator F zalezy od wspéiczynnikéw Ciu, zatem rownania rozwigzuje sig iteracyjnie
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Stany zamknietopowtokowe i otwartopowtokowe

o Najprostszy przypadek n = 2

V(xy, %) = % [p1(X1)p2(x2) — @1(x2)p2(x1)],
V(x,X1) = *% [p1(X1)p2(x2) — @1(x2)p2(X1)] -

o Stan podstawowy — elektrony o przeciwnych spinach
A
V2

o Stany wzbudzone — nie sg opisane pojedynczym wyznacznikiem Slatera, ale ich kombinacja

“I()ﬂ 7X2) =

P1(r1)¢1 (r2)[2(1)5(2) — a(2)5(1)]

W(x, %) = %[¢1(r1)¢2(r2) + P2(r1) 1 (r2)] x [a(1)5(2) — a(2)5(1)]

al
NA

V(x1, X2) = —=[t1(r1)2(r2) — t2(r1)b1(r2)] x funkcja spinowa

funkcja spinowa:
a(1)a(2)  albo B(1)3(2)  albo %[a(1)6(2)+a(2)/3(1)]
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Plan

@ Metody obliczeniowe

o Metoda Hartree

AMK

=

o
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Metoda Hartree
o Funkcja falowa
W(Xg, .oy Xiy oo oy Xjy ooy Xn) = 01(X1)02(X2) - - . @n(Xn).
o Metoda nie uwzglednia wymiany

o Réwnania Hartree mozna otrzymaé z réwnan Hartree-Focka
o Wychodzac z Réw. (4) oraz usuwajac catki wymiany (Kpq)

n/2 n/2 n/2
E=2>"h+> Jp+2 > Jog ®
p=1 p=1 q7#p=1
o Przez analogie do Réw. (5) otrzymujemy uktad réwnan Hartree
n/2
A(E) + do(r) +2 D dg(r)) | wp(r) = =ptop(rs) p=1,2,...,n/2 7)
q#p=1

o Rozwigzanie réwnan — np. metoda iteracyjng, podobnie do réwnan Hartree-Focka.
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Energia korelacji

o Zdefiniowana jako
Ecorr = Eo - EHF (8)

o Ej energia doktadna nierelatywistycznego Hamiltonianu
o Epr energia uzyskana metoda Hartree-Focka

o Przyblizenie jenoelektronowe HF nie uwzglednia dynamicznych korelacji miedzy elektronami

o Np. czes¢ przestrzenna funkeji ¢ (r1)v(rz) zalezy od potozen elektronow ry, 1y, ale nie zalezy wprost od ich odlegtosci [r1 — rz|
o Korelacja: elektrony ,unikaja sie” nawzajem, np. przebywaja daleko od siebie

o Zwykle Ecorr ma warto$é < 1% catkowitej energii

o Energia korelacji moze by¢ uwzgledniona przy pomocy metody oddziatywania konfiguragcji
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Plan

@ Metody obliczeniowe

o Metoda oddziatywania konfiguraciji

AMK

=

o
Wieloelektronowe widmo kropki kwantowej sprzezone kropki kwanto 19 grudnia 2021, ostatnia aktualizacja 22 marca 2023

51/56



Metoda oddziatywania konfiguracji’

o Metoda oddziatywania konfiguracji (configuration interaction, Cl) w zasadzie moze uwzgledni¢ korelacje elekronéw

o Funkcja falowa N elektrondw ; jest rozwinigta w bazie
I
<1>j'(X‘1 3 X250ty XN) = Z ijwl'(x‘] y X250 e )XN)
i

®; jest funkcjg falowg j-tego stanu,

WV, sg funkcjami bazowymi, czesto przyjmuije sie je w postaci wyznacznika Slatera,
cjj — wspbtczynniki rozwinigcia.

| — rozmiar bazy (teoretycznie nieskofczona)

o Rozwigzanie jest doktadne, gdy baza jest kompletna
o czyli dowolng funkcje mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej funkcji bazowych.

o W praktyce stosuje sie baze niekompletng (ale wystarczajgco duza, aby wyniki byty uzyteczne).

o Zreguly wieksza baza da doktadniejszy wynik, ale wymaga wigkszego naktadu obliczeniowego.
o Typowym zabiegiem jest stopniowe powigkszanie bazy i sprawdzanie czy wynik znaczgco sie zmienia.

7C. David Sherrill, An Introduction to Configuration Interaction Theory, School of Chemistry and Biochemistry Georgia Institute ofiTechnotogy (1995)
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Metoda oddziatywania konfiguracji — obliczenia

o Dla Hamiltonianu

LN N
p iSj=1 i
" o, .
h(ri) = =5 Vi + U(r)
wyliczane sg elementy macierzowe .
Hij = (VilHV;))
o Element macierzowy zawiera nastepujace wyrazy
(lhljy = S er (x)h(ry)pj(x1) dxy catki jednoelektronowe,
(if||kly = (if|kly — (ij)Ik) antysymetryczne catki dwuelektronowe,
(ij|kly = f(pf(XO(pf(Xg)%g@k(M)@/(Xz)dm dxp,  catki dwuelektronowe,

o Ich obliczenia podlegajag regutom Slatera
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Metoda oddziatywania konfiguracji — obliczenia

o Budujemy macierz o elementach R
Hj = (W;|H|V))

o Rozwigzujemy problem wtasny (wersja dla bazy ortonormalnej)
He = Ec

o Wersja ogdlniejsza
Hec = ESc

o S jest macierzg catek przekrywania, S = (V;|V;)
o Réwnanie mozna wyprowadzi¢ réwniez metoda wariacyjna

o Rozwigzanie podlega twierdzeniu wariacyjnemu

o Najlepsze rozwigzanie minimalizuje energie
o Zatem powigkszanie bazy (ktére powinno poprawia¢ doktadno$¢) powoduje zmniejszanie energii
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Metoda oddziatywania konfiguracji — przyktad zbieznosci

) 2 2
Kropka 2D o potencjale V(x,y) = —V; exp (7 (ﬁ) - (ﬁ) )
Zbiezno$¢ najnizszych czterech stanéw zwigzanych:

Singlet energy for L =20 nm Excited states energies for L =20 nm
~0.63670
~0.7085
-0.63675
07090 ~0.63680
2 % -0.63685
&y 07095 i —0.63690
~0.63695
—0.7100
~0.63700
—0.7105 —0.63705
5 10 15 20 75 100 12.5 150 17.5 20.0 225
Nspin—orbitals Nspin—orbitals

[m] = = =
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Metoda oddziatywania konfiguracji — przyktad

2 2
Kropka 2D o potencjale V(x,y) = —Vyexp (f ( X ) — (ﬁ) ), obliczenia w funkc;ji L.

Poréwnanie z H-F; energia korelacji

Spectrum for N,=20

Spectrum for N,=20

-0.675
— Hartree-Fock 0.05
~0.700 Configuration interaction .
-
-0.725 < 0.04
___—0.750 —
S =
L -0.775
- S 0.03
K -0.800 g
~0.825 N 02
-0.850
_0875 001 T T T T T T T
20 25 30 35 40 45 50 20 25 30 35 40 45 50
L (nm) L (nm)
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Oddziatywania nadsubtelne

o Elektron w kropce oddziatuje z wieloma spinami jadrowymi atoméw np. Ga i As (spin jadrowy 3/2)

o Hamiltonian opisujgcy oddziatywanie nadsubtelne (ang. hyperfine):
Aue = Ali-s
i

o |; — operator spinu jadrowego dla atomu i
o S — operator spinu elektronu

o Wytwarza to efektywne pole magnetyczne, ktére mozna przyblizy¢ przez klasyczne tzw. pole Overhausera, odczuwane
efektywnie przez elektrony w kropce
i

By =

1
g us
o g* jest efektywna statg Landégo

o A, — stata sprzezenia

o Pole jest zalezne od potozenia i nieregularne
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Oddziatywania nadsubtelne

o Efektywny hamiltonian z polem Overhausera dla dwoch elektronéw

~ 1
H= EQ*MB(BM o1+ Bppoy)

o Np. w bazie funkcji podwojnej kropki (| 1) — | 11))/v2 ((1,1)g), [ 1) (1, D7), [ 40 (1, 1) 72), (| 1) + [ 1)) /V2
((1 1 )T0)1

0 Dy — Ay A, NN
DAx + Dy Y, Sx4izy, 0

A, Ty —i%y 0 Ty 405y
—Ax+ihy 0 Sy —i%y Y,

o Aj =B —Bp, ¥ = (B — Bp)/V2,i=x,y,2
o Pojawia sie sprzezenie miedzy singletem a trypletem (prowadzace do anticrossingu)

o W wysokim polu magnetycznym energia T4 jest daleka od energii singletu, ale Ty miesza sig¢ z S prowadzac do
rozszczepienia i powstania nowych stanéw | 1) i | {1)

AMK Wieloelektronowe widmo kropki kwantowej sprzezone kropki kwanto 19 grudnia 2021, ostatnia aktualizacja 22 marca 2023 3/21



Plan

@ Metoda wariacyjna — wyprowadzenie réownan Focka
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Metoda wariacyjna

Wariacja energii

n/2 n/2 n/2
SE =2 6lp+ Y (20Jpg — 0Kpg) —2 > epgdSpg =0
p=1 p,q=1 p,q=1

Zakiadajac, ze orbitale sg rzeczywiste

= [ 10a(t)IAr ot} + [ 6B 0a(e )l = 2 [ eI p(r)a,
300 = [ 0a(tlup(r)al + [ war)isus(rer
Definiujemy operatory kulombowski i wymiany
Jo(ri)eba(r)) = { [ wp(r,)dr,] )

Ko(ri)q(r;) = Vw;(r,-);wq(rf)drj} Yp(ri)
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Metoda wariacyjna

Catki kulombowskie i wymiany

Joq = / U gt (1) = / o) Ip(6)) g (1) iy (©)
Ko = [ woltRa(tn(tner = [ balt) Rt va(ry)ot; (10)

Ich wariacje
o =2 [ 5301350t + 2 [ 180t (e) bl

0Kpg = 2/[Wp("i)]kq("i)lﬁp(l‘i)dfi +2/[Mq(l‘,')]kp(l’/)wq(r,-)dr,-

Skad bierze sie czynnik 2? Wariacja ¢p wprowadza czynnik 2, podobnie wariacja 1. Dla wygody do wariacji ¢
uzywamy drugiej formy catek (9-10) (po prawej).
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Metoda wariacyjna

Wszystko razem

n/2 n/2
£ =43 JEEQEOMOLER DS
p,q=1

n/2
-2 > {/[51/1;7 r)1Kq (1) wp(r))dr; +/[&ﬁq(r/)]Kp(r/)¢q(r/)dr/}

p,g=1

{/[‘Wp r)1Jdg(ri)ep(ri)dr; +/[5¢q r ]Jp(r/)wq(r/)dr,}

n/2

2 Y <uo{ [valuntedr + [ vatrilaverilar, |

p,q=1

Zamiana indekséw p <+ g w drugich cztonach sumy

n/2 n/2
OE = 42 /[5% Nl { ee(r) + [ZJq(r:)de(r ) = Ka(ri)up(r)) — quwp(r/)] } dri=0

q=1
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Otrzymujemy ukfad réwnan

n/2 n/2
A p(r) + > [2a(r)n(r) — Ra(ri)up(r)| = Zepqu(r
q_
Mozna zapisac
R n/2
F(r)ep(r) = epqtbp(ri)
g=1
Operator Focka
n/2 R R
Fr) = hi) + 3 [2Ja(r) = Ro(r)]
g=1

Transformacja unitarna bazy wyznacznikéw = macierz wspoétczynnikéw epq staje sie diagonalna
F(riygp(ri) = eptbp(r)
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Reguty Slatera

Stuzg do wyrazenia elementéw macierzowych R
Hj = (V;|H|V)) (11

przez catki jednelektronowe i dwuelektronowe

(il hlj) It (xt)h(x)(x1)dxq,
I (il Kty — (ijlik),
(ijlkly = [ o7 (x1)] (x2) 75 ek (x1) (X2 ) X1 Ak

n2

Przed wykorzystaniem regut, wyznaczniki Slatera w Réw. (11) nalezy ustawi¢ w jak najlepszej zgodnosci — tak, by
mozliwie najwigcej orbitali w W;, W; byto identycznych.

o Mozna tego dokona¢ przez zamiane kolumn w wyznaczniku Slatera
o Zamiana powoduje zmiane znaku
o Na przyktad

[Wi) = |abed), [V2) = |crds)
|Wy) = |erds) = —|crsd) = |sred)

o Zaktadamy, ze spinorbitale tworzg zbiér ortonormalny
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Reguty Slatera (dla wyznacznikéw w najlepszej zgodnosci)
o Identyczne wyznaczniki

N N
Wy Awy)y = " (mlhlm) + > (mn|imn)
m=1 m>n=1
o Wyznaczniki réznigce sig o jeden spinorbital
W) =1[...mn...), |w2>=|... pn...)

(V1] AYz) = (mlAlp) + Z mn||pn)

o Wyznaczniki réznigce sie o dwa spinorbitale
[Wi)=1]...mn...), [W2)=]...pq...)
(W1 |H|Wz) = (mn|pq)
o Wyznaczniki ré6znigce sie o wiecej niz dwa spinorbitale
i) =|...mno...), |W2)=|...pqr...)

(Wi]A|wy) =0
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Reguty Slatera — wyprowadzenie®
o Wyznacznik Slatera zapiszmy

N!
W) = > 1P Pafii0) ) - ou)) (12

VNI

o P, — n-ta permutacja elektronéw
o p, — liczba transpozycji potrzebnych do otrzymania permutacji Pn

o Wyznaczniki Slatera sg ortogonalne:

N!

(W1|Wp) = % D o (=1Pi(=1)P /Pi{SDZ(XOSDT(Xz) o IPHer (x1)er (x2) - . Fdx
i

o Aby catki byly niezerowe, kazdy spinorbital ¢ i ¢, musi by¢ identyczny, zatem wyznaczniki muszg by¢ sobie réwne ¥y = W,
o Obie permutacje takie same, i = j wiec (—1)%i =1

M
(Wq|wq) = % Z/Pi{wi()ﬁ)%’/*(xz) - 3P{ek(x)ei(x2) - .- tdx
=

o Kazdy wyraz w sumie jest taki sam
N
(Wi]wy) = m§;1 =1, (¥[¥2) =0
=
8A. Szabo and N. S. Ostlund, Modern Quantum Chemistry: Introduction to Advanced Electronic Structure Theory. McGraw-Hill, New York, 1989. Section 2.3.4 (pp.
74-81).
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Czes¢ jednoelektronowa hamiltonianu — wyprowadzenie

o Identyczne spinorbitale: wstawmy posta¢ wyznacznika (12)

N!

N(W1[h(ry) W) = N% D o (=NPi(=1)P /7’/{907:(’(1 )t (%) - Yh(r)Pi{eo(x1)ei(xe) . . bax

=

o catfki dla elektronéw 2, 3, ..., N sg niezerowe tylko dla identycznych spinorbitali w permutacii /, j
zatem elektron 1 réwniez zajmuje ten sam spinorbital w obu permutacjach
o obie permutacje musza by¢ identyczne i = j, (—1)2”i =1

©

N!
N eIV = G D [ Prleitne () V)P on(x)ei0) . b
Ti=

o elektron 1 moze zajmowac jeden z N orbitali: om(1), m=1,...,N
o N — 1 pozostatych spinorbitali tworzy (N — 1)! permutacji. Catka dla kazdego elektronu 2, 3, ..., N daje 1.
N
NQW1[A(r)|[Wy) = (N —1)! 1)| Z/som(X1)h(r1)<p(X1)dX1 = > (mlhm)
m=1
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Czes¢ jednoelektronowa hamiltonianu — wyprowadzenie

o Wyznaczniki réznigce sig jednym spinorbitalem
o obie permutacje musza by¢ identyczne i = j, (—1)%Pi =1

Vi) =1 om(x)en(x2) .- .),  [W2) = [ gp(X1)pn(xe) )

N, [(ry) W) = N= 1)|Z/P:{S@m(x1)@n(xz) h(r)Pifep(x1)en(Xe) . .. Yax

o catki dla elektronéw 2, 3, ..., N sa niezerowe tylko dla identycznych spinorbitali
o elektron 1 zajmuje spinorbitale o indeksach mi p — tylko jedna mozliwo$é (nie N, jak na poprzednim slajdzie)
o N — 1 pozostatych spinorbitali 2, 3, ..., N tworzg (N — 1)I permutacji. Catka dla kazdego elektronu 2, 3, ..., N daje 1

N h(E)IV2) = (V= Dt [ gt = (mifip
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Czes¢ jednoelektronowa hamiltonianu — wyprowadzenie

o Wyznaczniki réznigce sig¢ dwoma spinorbitalami

|W1) = \-~-sam(X1)<Pn(X2) )y V2) =1 ep(Xe)eg(Xe) - )

N(Wy |h(ry)|Wy) N Z )PI(= p’/P/{%’m X1)oh(Xe) - - h(r)Pi{op(x1)¢q(xe) . . . Yox
i,j=1

o Spinorbitale ¢m i vn sg ortogonalne do jakiegokolwiek spinorbitalu ¢p i g po prawej

o Catka jest zawsze réwna zeru R
(Wylh(ry)[W2) =0
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Czes¢ dwuelektronowa hamiltonianu — wyprowadzenie

o Wyprowadzenie czesci opisujacej oddziatywania

wiSe Ly . MO ”<w—w>
i>j=1 Ty /‘

kazdy - daje taki sam wymkjak , ]est ich razem N(N — 1)/2

o Identyczne wyznaczniki Slatera

N(N —1) 1

5 <‘~|’1\ |‘V1> aN—2) Z( 1)Pi( 1)p’/7’:{%0k x1)ef (x2) - }7Pj{¢k(x1)<ﬁ/(x2) - }ax

ij=1

o catki dla elektronéw 3, 4, ..., N sg niezerowe tylko dla identycznych spinorbitali
o elektron 12 zajmujg orbitale ¢ i ¢; w permutaciji P;, wtedy w permutacji 77; moga zajmowac ¢k i ¢y lub ¢; i px
o pozosta}e N — 2 orbitali tworzg (N — 2)! permutacji.

(N —2)!
2(N — 2)!

N

S [ ()ei ) [om(x)enie) = enCia)on(e)] b = 5> (mnlmn) = S i

n#m=1 n#m=1 m,n=1
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Czes¢ dwuelektronowa hamiltonianu — wyprowadzenie

o Wyznaczniki réznigce sig o jeden spinorbital
N(N —1 1
M il = g S P [ Pient)nte) - Yo Prpla)entoe) .- Y

ij=1
o Podobnie jak dla identycznych wyznacznikéw, mozna zapisaé

N(N —1)
2

i S [ en0en0) - an)ont) — gt )eotoe) aboc

1
<W1\f|W1> =
12 n#m=1

Spinorbital ¢, moze by¢ zajety przez elektron 1 lub 2, aby catka byta niezerowa

Jesli elektron 1 jest w spinorbitalu ¢m, elektron 2 moze zajmowaé jeden z pozostatych N — 1 spinorbitali.
Podobnie, jesli elektron 2 jest w spinorbitalu ¢, elektron 1 moze zajmowac¢ jeden z pozostatych N — 1 spinorbitali.
Elektrony 3, 4, ... moga tworzy¢ (N — 2)! permutacji
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Czes¢ dwuelektronowa hamiltonianu — wyprowadzenie

o Dla elektronu 1 na pm lub elektronu 2 na ¢, otrzymujemy odpowiednio

N(N — 1)
2

(N —2)!

1
<W1|E|W2> = 2(N_2)1

3 / {sam xoson(xa—[w(xoson(xg on(x)ep(x2)]

n#m=1

+ <P77(X1)<P7n(X2)r11*2 [n(x1)wp(x2) — wp(x1 )son(Xz)]} axy dxp

o Poniewaz “1—2 = é oraz w drugim wyrazie mozna zamieni¢ zmienne catkowania 1 +» 2, mozna pokaza¢, ze jest réwnie
pierwszemu wyrazowi

/ w:(xow;(xaiz [en(1)p(3) — ep(x1 )on(x2)] dx dio
= [ enterentn) i [en(2)ep(x1) — op(Xe)on(x1)] drady

/ (x1)en(x % [ep(X1)pn(x2) — wn(X1)wp(x2)] dX1 dXe
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Czes¢ dwuelektronowa hamiltonianu — wyprowadzenie

o Zatem dla przypadku wyznacznikéw réznigcych sie jednym spinorbitalem otrzymujemy

D i Ly = 5 [ i) omtoa)onti) oot b
n#m=1

- Z / som(n)wn(m - [en(x)en(ie) — enlx)ep(ee)] i

n,m=1
N N
= >~ (mnlpn) — (mnjnp) = > (mnl|pn)
n,m=1 n,m=1

o Ograniczenie na n # m mozna poming¢, poniewaz wyraz dla n = m wynosi 0.
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Czes¢ dwuelektronowa hamiltonianu — wyprowadzenie

o Wyznaczniki r6znigce sie o dwa spinorbitale

M) = g ”21( P [ Peita)ente) -y Plealnlegtie) . Yo
o Podobnie jak wczeéniej, mozna zapisaé
A = = ; iyt oot datie) — paton)eatoall a0

o Spinorbitale pm i ¢, moga by¢ zajete przez elektron 1i2,lub 2i 1
o Elektrony 3, 4, ...tworza (N — 2)! permutacji
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Czes¢ dwuelektronowa hamiltonianu — wyprowadzenie

o Dla elektronu 1 na pm lub elektronu 2 na ¢, otrzymujemy odpowiednio

N(N —1) 1

5 <‘V1|*|‘V2 5 Z /{‘Pm X1)90n(xz)*[sﬂp(X1)<Pq(X2)*#’q(’ﬁ)s&p(xz)]

n#m=1

e )somm) - Lo )ople) - gap(meaq(xZ)l} oy ez

o Poniewaz ;—2 = é oraz w drugim wyrazie mozna zamieni¢ zmienne catkowania 1 ++ 2, mozna pokaza¢, ze jest réwnie
pierwszemu wyrazowi, wtedy

N

T”(‘Uﬂ*l“’z) —/tﬂm(’ﬁ)%(xz) [ep(X1)pq(X2) — q(X1)ep(x2)] dxidx;

= / W;(XO(P;;(XZ)E [ep(X1)eq(X2) — wq(X1)ep(X2)] dxidxz

=(mn|pq) — (mn|qgp) = (mn||pq)
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