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Kropka kwantowa - uktady dwustanowe

Qubit — jednostka informacji kwantowej. Kwantowomechanicznym uktad w dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta. Rézni sig
od klasycznego bitu tym, ze moze znajdowa¢ sie w dowolnej superpozycji dwédch stanéw kwantowych.
Przyktady 2-stanowych uktadéw w kropkach kwantowych

o Stany °[0) 1)

o Spin w kropce kwantowej o |1 [ 4)

o tadunek w podwdjnej kropce kwantowej o |L) |R)

o Para elektron-dziura w kropce o |0) | X)
Stan qubitu (notacja Diraca): |¢) = «|0) + 8]1), l)? 4+ (8% = 1
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Reprezentacja na sferze Blocha
o Stan qubitu: [¢) = a|0) + B8[1), ||+ |B]? =1

o Mozliwa parametryzacja przez 6, §: o = cos(6/2), 5 = € sin(6/2) ) = (cos(0/2), e’ sin(9/2))T

o Kolejny sposéb zapisu: wektor polaryzacji
= (Px, Py, P;
Qo P,' = <0’,‘>
o o —macierze Pauliego
Py = sin(0) cos(d)
P, = sin(8)sin(d)
P, = cos(0)

o |P| = 1, mozna przedstawi¢ w 3D

o Poczatek wektora w $rodku uktadu wspétrzednych,
koniec na sferze (tzw. sferze Blocha) Sfera Blocha

o macierz gestosci
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Oscylacje Rabiego
o Stan qubitu mozna ,obracac¢” poprzez sprzezenie qubitu z polem np. elektrycznym
o Zatézmy, ze uktad dwustanowy |0), |1) wzbudzamy przez zewnetrzne oscylujace pole
o Na przyktad: laser wzbudzajacy pare elektron-dziura (ekscyton) w kropce kwantowej
o |0) — brak ekscytonu, |1) — jeden ekscyton w kropce

o Mozliwe sg stany wzbudzone ekscytonu, ale jesli ich energie sg znacznie wyzsze, pomijamy je.

|1> \@/

A s 2
0
SN

Energy

TA. Zrenner et al, Nature 418, 612 (2002)
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Oscylacje Rabiego — wyprowadzenie

o Ewolucja w czasie opisana jest przez hamiltonian
~ ~ 1 . .
A(t) = Hy + v(b), V(t) = —eExsin(wt) = —eExE(e"” — e v
o Tu V/(t) opisuje oscylujace pole elekiryczne w kierunku x.
o Czes$¢ niezaburzona réwnania Schrddingera
. 0 r
i [n() = Holwn(t)) 1)
o Ma rozwigzania

[¥n(t)) = |m)e~"nt
[n) moga by¢ |0), |1) lub wyzszym stanem wzbudzonym. wn, = En/h
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Oscylacje Rabiego — wyprowadzenie

o Do réwnania opisujacego uktad ze wzbudzeniem

F) A
ih= (D) = HO) (D)

wstawiamy rozwigzanie bedace kombinacja stanéw niezaburzonego uktadu

=3 an0lun(t) = L an(t)le

o Po wstawieniu do (2)

S [ (G7an(®) 10n(o) + an(t) g n()| = 3= [an(DPllvntt) + an(®) V(DI (0)]

n n
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Oscylacje Rabiego — wyprowadzenie

o Do réwnania opisujacego uktad ze wzbudzeniem

F) A
ih= (D) = HO) (D)

wstawiamy rozwigzanie bedace kombinacja stanéw niezaburzonego uktadu

Zan ) wn(t)) = Zan t)|nye~fwnt
o Po wstawieniu do (2)

S [ (G7an(®) 10n(o) + an(t) )] = 3 [an(D b + an(®) V(DI (0)]
¥n(t) spetnia niezaburzone réwnanie Schrddingera (1)

o Przemnazamy przez (m|e™“nt i catkujemy
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Oscylacje Rabiego — wyprowadzenie

o Po przemnozeniu przez (m|e/<mt

. 0 eE : . )
/hzn: Span(Dimin) = ——- Zn: an(t)(m|x|n)elwm—wnlt (e’“”’ - e‘“"’)
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Oscylacje Rabiego — wyprowadzenie

o Po przemnozeniu przez (m|e'“mt

(m|ny =
——
Smn Xmn  exP(iwmnt)

19} eE : . ;
iy = an(t —==S " an(t) (m|x|n) glwm—wnl (giwt _ g=iwt
2 0 {min) = =g Bl misim € L )
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Oscylacje Rabiego — wyprowadzenie

o Po przemnozeniu przez (m|e'“mt

o eE i i i
iny " —an(t) (mln) = —— " an(t) (m|x|n) glm=wn)l (gt _ g=iwt
— ot 2i & e——r ( )
Smn Xmn exp(iwmnt)

o Po przeksztatceniach

.0 _ eE i(wmntw)t _ ai(wmn—w)t
i am(t) = == zn: an(t)Xmn (e e )
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Oscylacje Rabiego — wyprowadzenie

o Po przemnozeniu przez (m|e'“mt

19} eE i i i
iy =an(t) (mn) = === an(t) (m|x|n) glwm—wnlt (giwt _ g=iwt
> grant (min) = =7 3 an(t) (m) ( )

Smn Xmn exp(iwmnt)

o Po przeksztatceniach

.0 _ eE i(wmntw)t _ ai(wmn—w)t
i am(t) = == zn: an(t)Xmn (e e )

o Do tej pory nie zrobili§my zadnych przyblizen. Wprowadzamy przyblizenia:

o Uwzgledniamy tylko stany |0) i |1)

o Pominiemy cztony z wysoka czestotliwo$cig oscylacji — szybkozmienne czlony ulegaja usrednieniu dla skali czasowej pomiaru
oscylacji Rabiego.

o Jest to tzw. rotating wave approximation, RWA
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Oscylacje Rabiego — przyblizenie

o Tylko stany [0) i [1):

.0 i i i i(wor —

ihrao(t) = — % [ao(t)xoo (€/(wo0Te)l — gilwoo—)l) 4 gy (t)xpq (g0t t)t — gllbor =)l ] @)
exp(—i(wip—w)t)  exp(—i(wig+w)t)

/ﬁ%éﬁ (f) — _6275 [ao(f)xm (ei(w1g+w)l _ ei(wmfw)t) + ay (t)X11 (ei(w11+w)t _ gilwi —w)t)] (4)

o Skupmy sie na (3). Zaktadamy, ze czesto$¢ wzbudzenia jest bliska rezonansowej w = wqg + €
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Oscylacje Rabiego — przyblizenie

o Tylko stany |0) i [1):

9 , . . .

ihrao(t) = — 5 [ao(t)xoo (€00t )l — gilwor—)l) 4 gy (t)xpq (g0t t)t — gllbor =)l ] @)
exp(—i(wip—w)t)  exp(—i(wig+w)t)

ih%a (t) = —E [ag(t)x10 (wr0t)l — gilwio=w)t) 4 gy (t)xyq (eflwrre)t — gilwrr—w)t)] (4)

Poniewaz wpp = wn —wn =0

o Skupmy sie na (3). Zaktadamy, ze czesto$¢ wzbudzenia jest bliska rezonansowej w = wqg + €
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Oscylacje Rabiego — przyblizenie
o Tylko stany [0) i |1):

.0 i j i(wo1+w i(woy —w

in 2 ao(t) = —Elan(xo (efoare) — elsos)) 4 a(trgy( lrt) gl ) @
exp(—i(wig—w)t)  exp(—i(wiptw)t)

ih%a1 (t) = 792*5 [ao(t)Xm (e"(“10+‘”)f - e"(“w_“’)') + a1 (t)x11 (e’(%+“’)' — e’W—‘“)’)] (4)

Poniewaz wpp = wn —wpn =0
o Skupmy sie na (3). Zaktadamy, ze czesto$¢ wzbudzenia jest bliska rezonansowej w = wig + €

e _ _€E (wro+e)t _ a—i(wig+e)t it a—i(2wrgte)t
Ihaao(t) = —E [ao(t)Xoo (e —e ) + a1(t)x01 (e —e )]
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Oscylacje Rabiego — przyblizenie
o Tylko stany [0) i |1):

.0 i j i(wo1+w i(woy —w

in 2 ao(t) = —Elan(xo (efoare) — elsos)) 4 a(trgy( lrt) gl ) @
exp(—i(wig—w)t)  exp(—i(wiptw)t)

ih%a1 (t) = 792*5 [ao(t)Xm (e"(“10+‘”)f - e"(“w_“’)') + a1 (t)x11 (e’(%+“)' — e’W—‘”)’)] (4)

Poniewaz wpp = wn —wpn =0
o Skupmy sie na (3). Zaktadamy, ze czesto$¢ wzbudzenia jest bliska rezonansowej w = wig + €

ihgao(t) = —ez—f [a0(1)xa0 (1250 4 =0T - gy (t)xy (€1 + o=1(2w10+)) |

Poniewaz pomijamy cztony inne niz wyg — w = ¢ (RWA).
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Oscylacje Rabiego — przyblizenie
o Tylko stany [0) i |1):

.0 i j i(wo1+w i(woy —w

lhaao(t) = —%—[ao(t)xoo (e/lwante)t — gilwar=w)t) + gy (t)xo1( gilwortw)t - gilwor—w)t )
exp(—i(wig—w)t)  exp(—i(wiptw)t)

ih%a1 (t) = 792*5 [ao(t)Xm (e"(“10+‘”)f - e"(“w_“’)') + a1 (t)x11 (e’(%+“)' — e"W—‘”)’)]

Poniewaz wpp = wn —wpn =0
o Skupmy sie na (3). Zaktadamy, ze czesto$¢ wzbudzenia jest bliska rezonansowej w = wig + €

ihgao(t) - [ao(t)xoo (W—&-M + a1 (1) %ot (eid +W)]

ot 2i

Poniewaz pomijamy cztony inne niz wyg — w = ¢ (RWA).

o Analogicznie

ihgam - —ez—f [ao(t)x10 ( (uro et _ e—’“) +a ()1 (W—M]
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Oscylacje Rabiego — uktad réwnan

o Rozwigzemy ukfad réwnan:

o Definiujemy

ao(t) = €/2by(t),  ay(t) = e~ /2y (1)
o Po wstawieniu do (5) otrzymujemy
b gtz _ _€E iet/2
o(f)+ bo(1) = *§X01b1(f)e

eE * —ie
(Wb1<t)+ m(r)) e 1/2 = 22 bu(t)e /2
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Oscylacje Rabiego — uktad réwnan

0 € eE
&bo(f) = Ebo(t) + Exo1b1(f) (6)
eE
abﬂt) 5b1(t) oh 57 X51bo(1) (7)
o Rozniczkujemy (6)
52 eE
ﬁbo(f) 2*5 bo(t) + o5, Yot tb1(t) 8)
o Wstawiamy (7) do (8)
92 eEN2,
ool = 5 5bn(t) — Soror 2bn(0)— (57 ) bor Pon(o)

=(e/2i)2by z réw. (6)

o Otrzymujemy réwnanie oscylatora harmonicznego

gtz bo(t) + <(€>2 + (%)2 |Xo1 2> bo(t) =0
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Oscylacje Rabiego — rozwigzanie

o Otrzymujemy réwnanie oscylatora harmonicznego

02 e\2  (eE\?
ol + 92bo(t) = Qﬂz) +(55) bl

o Rozwigzanie dla warunkéw poczatkowych by = 1, by = 0 (stad dby /0t = ¢/2i, Ob; /Ot

= —eEx;, /2h)
bo(t) = cos(Q) — 45 sin(Qt),
by(t) = oo sin(Qt).
o Funkcja falowa
l(1)) = ao(1)|0)e—wot + a(t)[1)e— it

bo(t)e"“/2|0)e"'“0’+b1(t)e—’€f/2|1)e"“’1‘
giet/? [cos(Qt — 2’—5 sin(Qt)] |0) e~ iwol

_e—let/2 [eEXm si n(Qt)] |1>e—iw1t.
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Oscylacje Rabiego — prawdopodobienstwa

o Prawdopodobienstwo znalezienia uktadu w stanie wzbudzonym

(eE/2h)2|x01/?

.2
(/27 + (eE/2np? pore " 1

Pi(t) = lar()P =

W naszym przyktadzie ze stanem |1) opisujacym ekscyton w kropce kwantowej, impuls lasera trwajgcy f, jest powtarzany z

czestotliwoscig 1/1;.
Po kazdym impulsie uktad jest w stanie |+ (%)) — z prawdopodobienstwem P; jest to ekscyton.

©

Qo
o W polu elekirycznym ekscyton rozpada sig na elektron i dziure, wywotujac prad.
o Prad od pojedynczego ekscytonu jest niemierzalny. Prad jest usredniany po wielu impulsach.
o Usredniony prad jest proporcjonalny do P (f,).
" m  Experiment
cB 2 -
Laser focus 1o
% 8
£
vB g -
@ |la £, .
i-GaAs buffer ) - ;mA”( 2
n-GaAs substrate oy
[ 2 3

1
Excitation amplitude (arbitrary units)
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Pole nadsubtelne

W
B=0
3 Y .

2 By
e 5 i)
)

0
Magnetic field (mT)

o Spiny jadrowe pétprzewodnika wytwarzajg efektywne pole magnetyczne (tzw. pole Overhausera)

o Stany trypletowe mieszajg sie z singletowym

o W niezerowym polu magnetycznym stany T (| 11)) i T— (] JJ)) roznia sie energia od Ty i S, (odpowiednio
(I 19 £ 141)/v2)

o Ty i S mieszajg sie tworzac | 1) i | 41)

=] = = = =
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Elektronowy rezonans spinowy w podwdéjnej kropce kwantowej

hf hf
R W
Bac m leps 5 my
® 2 18y
w N
8 1um
| At )
(b) Jr_ Var (C) o) Magnet!coﬂeld e Ge)

o Rozszczepienie Zeemana poziomdw energetycznych elektronéw przez pole magnetyczne Begy W kierunku 2.

o Zmienne pole magnetyczne Bac = Bac(cos(2mfact), sin(2rfact), 0) prostopadte do Beyx: wywotuje przej$cia miedzy
tymi poziomami (gdy oscylacje w rezonansie z energig przejécia hfac = guBext) — Fig. (b, ¢). 2

o Obserwacja oscylacji Rabiego.

o Niestety w pojedycznych kropkach kwantowych nie udato sie dotad tego zrealizowaé
o Wymagane czestotliwosci radiowe — wyindukowane pole elektryczne wypycha elektron z kropki
o Zamiast tego zastosowane podwojne kropki kwantowe — Fig. (a).

2F, Koppens et al., Nature 442, 766 (2006). =] 5 = = El= val
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Elektronowy rezonans spinowy w podwdéjnej kropce kwantowej

Spin
manipulation

Spin

blockade Projection

a,1) (1,1) 0,2)

©.1)

(a)

CIETHE RSy

©.1)

o Pole By rozszczepia stany trypletowe. Stan podstawowy ma
niezerowy spin = 2 elektrony w stanie | 11) = spin blockade

o Spin manipulation: pole B, oscylujace z czestoscia rezonansowa
moze wywotaé przejscie | 1) — (| 1) £ | 1))/V2

o Obro6t spinu elektronu znosi blokade spinowa
o Projection: przejscie do stanu (0,2) i tunelowanie elektronu do

elektrody = przeptyw pradu i widoczne piki /4o (gdy
Bext = hfac/gus)

SLiczba elektronow w kropkach: (L, R), np. (0, 1) —tylko 1 elektron w prawej kropce.
AMK Kropki kwantowe w potencjatach zaleznych od czasu

hf
(4
"\,\“‘/ ] m ‘\k Wad
|
(
Y ) &
g 8y
& i NLL)
) )
y MY
“hfo/Gug) 0 hfo/(Guig)
(b) Magnetic field (mT)
08
500
RF at 460 MHz
400 P=-16dBm
2 300
g2EID
100
RF off
S0 50 0 50 100
(C) Magnetic field (mT)
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Oscylacje Rabiego w podwojnej kropce kwantowej

Spin Coulomb Spin hf hf
blockade  blockade manipulation Projection \'\,\ [Ny rJ"
[~ &
—|— — — -+
T‘U’ —HJ' —|§LL —I—TJ' 3 ( N
3 18y
% -6 v (77
= RF signal
>
o Gate pulse ,VW\’ )
0 Time 2us ” "
Initialization Manipulation Read-out o) Magnelicoﬁeld (mT) o)
. sz . Burst time (ns)
o CzestotliwosS¢ fac obrotu Bye ustalona w rezonansie z 400 600
energia przejscia. W W e

o Impuls pola B¢ trwajacy fp prowadzi do obrotu spinu.

o Po czasie tp mierzony jest prad /yor-

RF power (dBm)
()

o Obrét jednego ze spinéw o (2n + 1) = spiny w kropkach
przeciwne | 1) — maksimum pradu

35
Icps (MA)

=] 5 = DAl
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Plan

@ Metody obliczeniowe

o Schemat Cranka-Nicolson

@ Schemat Askara-Cakmaka
o Laboratorium

AMK

o
Kropki kwantowe w potencjatach zaleznych od czasu
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Hamiltonian

o Roéwnanie Schrddingera zalezne od czasu
AW (r,t) = m%u(r, t)

o Hamiltonian .
~ I
A = - V2 4 V(r) + Vi(r, t 9
() om* + ()+ 1(7)7 ()

o V(r) — potencjat uwiezienia w QD
o Vi(r, t) — potencjat zalezny od czasu
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Plan

@ Metody obliczeniowe

o Schemat Cranka-Nicolson
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Schemat Eulera

o Pochodna w czasie zapisana sposéb dyskretny
o oznaczamy: tm = m - At.

o lloraz réznicowy w przéd

W(r, tyy1) — V(r, tm) b

.0 .
ih—V(r,t) = ih
AR At

o lloraz réznicowy wstecz

\U(r’ tm) — ‘U(rﬂ tm—1)
At

in 2wty ~ in
at

o zmiana indeksu m — m+ 1:

W(r, tm1) — V(r, tm)
At

(schemat niejawny, tzn. warto$¢ W(r, tm1) w chwili {1 pojawia sig po obu stronach réwnania)

i = Atm)W(F, tn1), m=0,1,2,...

AMK Kropki kwantowe w potencjatach zaleznych od czasu 23 listopada 2021, ostatnia aktualizacja 6 kwietnia 2024
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Schemat Cranka-Nicolson

o Ze wzordw (10) i (11) wyliczamy W(r, t;11)

(10) = \U(r, tm+1) = \U(r, tm) + %H(tm)w(r, tm),
(1) = W tner) = V(I tm) + 5 At )W, ),

o Schemat Cranka-Nicolson (C-N) to ich $rednia arytmetyczna

V(e ) = VO, ) oot [ (E ) + Bt DV (E )] (12)

o Schemat jest niejawny: W(r, ty,, 1) w chwili ¢y, 1 pojawia sie po obu stronach réwnania
o Za chwile poznamy sposoby rozwigzania go
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Schemat Cranka-Nicolson. 1D

o Hamiltonian

N h 02
H(tm)W(x, tm) = T om <8X2 + V(x) + Vi(x, tm)) V(x,t)

o Posta¢ dyskretng H(tm)W(x, tm) znamy

b W(Xip1, tm) + W(Xj—1, tm) — 2W(X;, lm)

Atm)W(x, tn) =~ —
(tm)W (X, tm) 2m* Ax2

+ V)W (Xi, tm) + Vi(X;, tm)W(X;, tm) (1)

o Zréw. (12) dia 1D

At h W(Xja1,t W(Xi_1,tm) — 2W(x;, §
W(X,‘, tm+1) — W(Xh tm) + = (X/+17 m) + (X/ 15 m) (X/ m)

2in | 2m* Ax2
b (Xt tne1) + V(X1 tng) — 2Y(XG, tngr) (14)
2m* Ax?

+V(x;) (W(Xis tm) + W(Xi, tni1)) + Ve(Xiy i)W (Xi, tm) + Ve(Xi, tm1 )V (X, tmat)]
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Schemat Cranka-Nicolson. 1D

_ n
0 Oznaczmy o = — 5"

o Réw. (13) mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej

—2a+ Wy [e% 0 0 0 W(X()7 fm)
@ —2a+ V4 «a 0 0 W(xq,tm)
0 o 20+ Vo « 0 V(Xz, tm)
0 0 a —2a+ V,_ 4 a V(Xp—1, tm)
0 0 0 (67 —2a + Vn \U(Xn, tm)

o W(x;, tm) jest elementem wektora W (im)

AMK Kropki kwantowe w potencjatach zaleznych od czasu 23 listopada 2021, ostatnia aktualizacja 6 kwietnia 2024 27143



Schemat Cranka-Nicolson. 1D

o Zapiszmy schemat C-N w postaci macierzowej
At
W (tmi1) = ¥ (tm) + i [H(tm) ¥ (tm) + H(tm11) ¥ (Ims1)] -

o Sposoby rozwigzania:

@ Poprzez sprowadzenie do uktadu rownan
@ Rozwigzanie iteracyjne
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Sposéb 1

o Przenosimy wyrazy z t,,1 na lewg strone

(1= S ()| #(tmen) = 14 S0 ()| (0,

o Oznaczajac

y= [1 + %H(tm)] @ (tn),
A= [1 + %H(tm+1)] ,
X = q?(hﬂ+1)7

o Rozwigzanie uktadu réwnan Ax =y (np. biblioteki numeryczne)

AMK Kropki kwantowe w potencjatach zaleznych od czasu 23 listopada 2021, ostatnia aktualizacja 6 kwietnia 2024
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Sposéb 2

©

Poczatkowo przyjmujemy W (t,,1)© = ¥ (tm)
o Jest to pierwsze przyblizenie ¥ (fy1)

©

Nastepne, lepsze przyblizenie

W(tmi)) = W(t) + o [H) (1) + Mt )W (1))

©

Dokonujemy kolejnych iteracji

At
Ut )5 = W (tm) + 5

2ih [H(t’")‘l'(t”’) + H(tm 1) ¥ (tm1 )(k)] )

©

Przy odpowiednio duzej liczbie k iteracji W (t,,1) ") ~ W (ty1)®) ~ ®(tn11)
o Tzn. W(tm1)® przestaje sie znaczaco zmieniaé.
o Mozemy sprawdzi¢, czy np. | 3°; W(Xi, tmt) KD — | 32, W(xi, tmyp1) 0| < 8, gdzie & jest mata liczba.
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Plan

@ Metody obliczeniowe

@ Schemat Askara-Cakmaka

AMK

Kropki kwantowe w potencjatach zaleznych od czasu

[m]
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Schemat Askara-Cakmaka

o Pochodna w czasie — centralny iloraz réznicowy

.0 W tye) = V(rtmq) 2
h—W(r, t) = ih = H(tm)V¥(r,tm), m=0,1,..., 15
i V(1) ~ ih T, (tm)W (. tm) (15)

o Schemat jest jawny:
2At
\U(rv tm+1) = ‘U(I’, tm—1) + ?H(tm)\ll(r, tm)7 (16)

Jednak musimy znac¢ funkcje falowg w t = fy i t = t;, zwykle znamy tylko W(r, fp).

o W(r, ;) mozna obliczy¢ przy pomocy innych metod, np. schematu C-N.
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Schemat Askara-Cakmaka. 1D

o Przypomnienie: Hamiltonian w postaci dyskretnej

b V(Xiy1,tm) + V(X_1, Im) — 2W(X;, tm)
2m* Ax2

A(tm)W(x, tm) ~ — + VOOY(X, tm) + Vi(Xi, tn)W (X, tm)

o Schemat A-C w 1D:
2At B W(Xiy1, tm) + W(Xj—1, Im) — 2W(X;, lm)
VX tme1) = V(X tm1) + == | =5 NG
+V(X,‘)\U(X,', tm) + Vf(Xh tm)w(xiv tm)]

(7

AMK Kropki kwantowe w potencjatach zaleznych od czasu 23 listopada 2021, ostatnia aktualizacja 6 kwietnia 2024 33/43



Stabilno$é

» Analiza von Neumanna

o Schemat C-N jest stabilny dla kazdego At.

o Schemat A-C: warunek stabilno$ci w 1D

Ax2 _ 2h
> -7
At T m*
o Schemat A-C: warunek stabilnosci w 3D
1 1 N 1 N 1\ S 2n
At \Ax2  Ay2 Az - m*
o Dla Ax = Ay = Az otrzymujemy
Ax? S 2h

3At T m*

AMK

Kropki kwantowe w potencjatach zaleznych od czasu
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Metody: C-N oraz A-C — przyktady

Kropka w 1D o potencjale zmiennym w chwili t = 0 jak ponizej.
Zalezno$¢ normy funkgii falowej od czasu dla réznych At (ty = 2.4189 x 105 ps):

norm for N,=49

Vw 40
t<0 —— At=0.5t,
Vi=05eV 3 At =0.25t,
30 — At=0.1t,
=25
0 =
-a Xy -Xp a x <20
é 15
V. e
v t>0 10
V1 =05eV —
5
Vo =0.1eV 3
2 — VY. 0 l_l 0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175 0.200
-4 Xy Xo X2 X a x t (ps)

o Schemat A-C stabilny dla matych At
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Metody: C-N oraz A-C — modut funkcji falowe;j

t= 10['0 t= 20['0
0.08 - »
—o- A-C, At=0.5ty 0.07 \ —o- A-C, At=0.5t 0.35
—— AC, At=0.1t, 006 —— AC, At=0.1t,

C-N, At=1to C-N, At=1to

T 0.02
0.01 0.05
0.00 Sooessecssss 0.00 { ©9868%0ee® o =3 0.00
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

o Schemat A-C stabilny tylko dla odpowiednio matych At.
o Schemat C-N stabilny dla wigkszych At.
o Jednak doktadnos$¢ wyniku zalezy od At, duze nie zawsze lepsze.

o w C-N czesto obliczenia bardziej czasochtonne niz A-C. (C-N: schemat niejawny)

AMK Kropki kwantowe w potencjatach zaleznych od czasu 23 listopada 2021, ostatnia aktualizacja 6 kwietnia 2024
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Inne metody dla probleméw zaleznych od czasu *

©

Metoda Floqueta — dla Hamiltonianu periodycznego w czasie

©

Metoda wariacyjna zalezna od czasu

o

Wykorzystanie operatora ewoucji w czasie

©

Metoda operatora podzielonego (ang. split operator method)

4Szczegc’ﬂy np. K. Varga, J. A Driscoll, Computational nanoscience: Aplications for molecules, nanoclusters and solids. Gambridge University Press, 20%1:
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@ Metody obliczeniowe

o Laboratorium
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Laboratorium: Symulacja eksperymentu
Nat. Nano 10, 243 (2015)

o Operacje na qubitach w podwéjnych QD Si/SiGe

o Tu: 3 elektrony, tworzace konfiguracje fadunkowe (2, 1), (1, 2).

o Oznaczenie: (n., ng), gdzie n.(ng) - liczba elektronéw w kropce lewej (prawej)
AMK

Kropki kwantowe w potencjatach zaleznych od czasu

[m]

Br x>z Z|=
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https://doi.org/10.1038/nnano.2014.336

Laboratorium: Symulacja eksperymentu
Nat. Nano 10, 243 (2015)

)

~@
04
< 3
El 20 poeRt
“ m
—40 +
-300 -200 -100 0 100 5\0 (w) 5‘0
€ (peV) 5 (©) se(ueV)

o Detuning de regulowane przez napiecie Vg

o 2 stany podstawowe tych konfiguracji: ée < 0 = |L) = |2,1) , e > 0= |R) = [1,2)

o W tej konfiguracji kropki posiadaja wiecej stanéw [Rys. (b)], skupiamy sig na 2 najnizszych
o Anticrossing przy de = 0 ze wzgledu na mieszanie |L) i |R) [Rys. (c)]
o Logiczne qubity (3e=0) |0) = (|L) + |R))/V2,

1) = (L)~ 1R)/V2

5Nat Commun 5, 3020 (2014). https://doi.org/10.1038/ncomms4020
AMK
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Laboratorium: Symulacja eksperymentu
Nat. Nano 10, 243 (2015)

(©)

t, (ns)
o Wzbudzenie: impuls oscylujgcego napiecia na GR [Rys. (a)]

o Gdy czestotliwos$¢ fex jest w rezonansie z réznicg energii stanéw |0) i |1), wzbudzenie |0) — |1)
o Pomiar oscylacji Rabiego (2 stany: |0) i |1))
o Czestotliwosé rezonansowa fox = 4.54 GHz:

o [Rys. (b)] - zalezno$¢ Py od czasu t, i amplitudy wzbudzenia V¢
o [Rys. (c)] - zalezno$¢ P; od czasu t, przy Vac = 70 mV

AMK

Kropki kwantowe w potencjatach zaleznych od czasu
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Laboratorium: uproszczenia

Vi
Vi
Vo

o Rozwazamy kropki jednowymiarowe

Hamiltonian:

©

©

o Potencjat uwiezienia w kropkach: Vi, (x)

-a X1 -Xo 0 Xo Xq a x

2

"~ 2m* ax2

F(t) = + Viw(x) + Vi(x, 1),

Dokfadna symulacja profilu potencjatu bytaby wymagajgca. Zamiast tego zaktadamy:

[Rys. (a)]

o Symulujemy oscylujacy potencjat liniowy

Vi(x,t) = Fxsin(wt),

o Eksperyment: stany 3-elektronowe — dla przyspieszenia symulujemy qubit dla stanu z 1 elektronem

AMK
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Szczeg6ty pomiaru (nie uwzgledniane w symulacji)

(e}

E(ueV)

pakiC
0 pdeod

40

o Inicjalizacja
o Stan |L) przygotowany dla e, = —160ueV

o [Rys. (b)] przy zmianie (liniowo) do de = 0 (przez 4 ns), stan |L) adiabatycznie® przechodzi w |0)

o Wzbudzenie: oscylujgce napigcie przytozone do GR [Rys. (a)]
o Impuls o czasie t,

Gdy czestotliwo$¢ jest w rezonansie z réznicg energii stanéw |0) i |1), wzbudzenie |0) — |1)
Po czasie t,, ponownie e liniowo zwiekszone do §e = de,

Przy zmianie do §e = de,, zachodzi przejécie adiabatyczne |0) — |L), [1) — |R)

© 0 0

o Py, prawdopodobienstwo elektronu w stanie |1) zmierzone przez pomiar zmian Igpc
o Poprzez charge sensing: szczegoly oraz wersja arxiv

6Przy stopniowej zmianie parametréw uktad dostosowuje sie do konfiguraciji. Bedac poczatkowo w stanie wtasnym hamiltonianu, po zmianie przechodzn w
odpowiedni stan wtasny koricowego hamiltonianu.

=] 5 = = DAl
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@ Oddziatywania nadsubtelne — pole Overhausera

o Niedawne przyktady kropek kwantowych
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Oddziatywania nadsubtelne

o Elektron w kropce oddziatuje z wieloma spinami jadrowymi atoméw np. Ga i As (spin jadrowy 3/2)

o Hamiltonian opisujgcy oddziatywanie nadsubtelne (ang. hyperfine):
Aue = Ali-s
i

o |; — operator spinu jadrowego dla atomu i
o S — operator spinu elektronu

o Wytwarza to efektywne pole magnetyczne, ktére mozna przyblizy¢ przez klasyczne tzw. pole Overhausera, odczuwane
efektywnie przez elektrony w kropce
i

By =

1
g us
o g* jest efektywna statg Landégo

o A, — stata sprzezenia

o Pole jest zalezne od potozenia i nieregularne
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Oddziatywania nadsubtelne

o Efektywny hamiltonian z polem Overhausera dla dwoch elektronow

o1
H= 39 pe(Bnio1 4 Byzoz)

° (hé?. :v)ba;ie funkcji podwojnej kropki (| 11) — | 11))/v2 ((1,1)s), [ 1) (1, 1)7,), (| 19 + [ IM)/vV2 (1, 1) 7.), | 1)
) T_)s

0 Ay —iDy A, —Ax — Ay
Ay +iby S D ) 3 0

A, Ty —i5y 0 Ty 405y
—Ax+iDy 0 T —i%y s

o Aj=Bj—Bp, L= (B — Bp)/V2,i=x,y,z
o Pojawia sie sprzezenie migedzy singletem a trypletem (prowadzace do anticrossingu)

o W wysokim polu magnetycznym energia T+ jest daleka od energii singletu, ale Tp miesza sig¢ z S prowadzac do
rozszczepienia i powstania nowych stanéw | 1) i | J1)
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Inne schematy

o Dlaczego nie wykorzysta¢ prostszego schematu, np. Eulera? Wzér (10):

ihw(r’ tmat) — V(r, tm)
At

= A(tn)V(r, tn), m=0,1,...
o Schemat jest jawny. Przyktad w 1D:

(m) (m) (m)
WD) — y(m At n2 VitV 2V

j
+ _
h 2m* Ax2
© Analiza von Neumanna schematu Eulera, v = ;20
m* Ax
=t 0, J—1
= (e .
St = S0 ok i (o o - 2]
k=0 k=0
AMK
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Schemat Eulera

o C.d. analizy von Neumanna

MK = \TJE('"M)/‘I’&!") —14iy <627rik/J 4+ g—2mik/J _ 2)

o Kwadrat modutu
IMK[2 = 11 + iy [2cos(2mk/J) — 2] |2 = 1 + A2 [2cos(2rk/J) — 27 > 1

o Metoda niestabilna: wspétczynnik wzmocnienia wigkszy od 1 dla kazdego k # 0.
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Schemat Eulera

o C.d. analizy von Neumanna

MK = \TJE('"M)/‘I’&!") —14iy <627rik/J 4+ g—2mik/J _ 2)

o Kwadrat modutu
IMK[2 = 11 + iy [2cos(2mk/J) — 2] |2 = 1 + A2 [2cos(2rk/J) — 27 > 1

o Metoda niestabilna: wspétczynnik wzmocnienia wigkszy od 1 dla kazdego k # 0.
o Jednak po przejéciu na czas urojony:

(M) () oyp(m)
wm) oyt At 12 Vi TV 72

/ / h 2m* Ax?
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Schemat Eulera

o C.d. analizy von Neumanna

MK = \TJE('"M)/‘I’&!") —14iy <627rik/J 4+ g—2mik/J _ 2)
o Kwadrat modutu

IMK[2 = 11 + iy [2cos(2mk/J) — 2] |2 = 1 + A2 [2cos(2rk/J) — 27 > 1

o Metoda niestabilna: wspétczynnik wzmocnienia wigkszy od 1 dla kazdego k # 0.

o Jednak po przejéciu na czas urojony:

wm) _ym AT 12 YT+

_ oy(m
_ym | AT T Vis —2Y
J J h 2m* Ax2
© Analiza von Neumanna (y = z27l)
ST e e,
L) kg (m) [k K K K
B = SO [ (e i — 2w
k=0 k=0

AMK
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Analiza z czasem urojonym

o Wspotczynnik wzmocnienia
MK — @E(mﬂ)/ﬁ,s(m) — 14~ <e2m‘k/J + e—2mik/J _ 2)

o Modut
IMK| = |1+ [2cos(2rk/J) — 2] P <1
—1 <14 ~[2cos(2nk/J) — 2] <1
—2 < 2y[cos(2wk/J) —1] <0
—_—
—2<cos —1<0
© ~ nie moze by¢ wigksza niz 1 (y = 27)
<= MAT
= 2m* Ax?

o Metoda czasu urojnego stabilna gdy AT < 2mAx? /.

AMK Kropki kwantowe w potencjatach zaleznych od czasu 23 listopada 2021, ostatnia aktualizacja 6 kwietnia 2024
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@ Oddziatywania nadsubtelne — pole Overhausera

o Niedawne przyktady kropek kwantowych
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Oscylacje tadunku w podwéjnych kropkach kwantowych w dwuwarstwowym grafenie’

o Podwadjna kropka wytworzona przez bramki
o Diagram stabilnosci

AMK

7Katrin Hecker, et al, arXiv:2303.10119, 17 Mar 2023
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https://arxiv.org/abs/2303.10119

Oscylacje tadunku w podwdéjnych kropkach kwantowych w dwuwarstwowym grafenie

o Dwa stany — qubit

1(pA) 01020 b

1pn) 2102 ¢

? ?3
R

}'—.

200 100 0 50 150 250 350
€ (veV) 1 (ps)

=} 5 = E El= DA
23 listopada 2021, ostatnia aktualizacja 6 kwietnia 2024 9/20
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Kropki kwantowe w dichalkogenkach metali przejéciowych (MoS;)8

top gate

— gate - © ()‘:\
4 o
% -

E
4
£
£

Channel Length

o Waska kropka
o Spektroskopia stanéw wzbudzonych
o Rozszczepienie Zeemana

o Pomiar wspoétczynnika Landego g

8p Kumar, et al, arXiv:2303.15425 , 27 Mar 2023
AMK
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https://arxiv.org/abs/2303.15425

Kropki kwantowe w dichalkogenkach metali przejsciowych (MoS»)

A) 20 \ ™ B) 20
=

10 ==y 10
= s E
S
& o fE, =
10 10

R T (N W T 20

Vg V)

o Waska kropka
o Spektroskopia stanéw wzbudzonych
o Rozszczepienie Zeemana

o Pomiar wspétczynnika Landego g
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Stabilnos¢, spdjnose, zbieznose

Powyzsze schematy stanowig przyblizenie réwnania rézniczkowego. Jakie wartosci Ax, At, majg sens?

Oznaczmy Sa; jako pojedynczy krok czasowy dla schematu.
Podstawowe pojecia dla probleméw zaleznych od czasu:
o Spdjnos¢ — schemat w granicy zerowego kroku czasowego/przestrzennego dgzy do réwnania rézniczkowego
o Rzad doktadnosci jest rowny p gdy

[l (t + At) — Sarp()]| = O(At”“) At — 0, dlate]0,T].
o Spojny, gdy p > 0.

o Zbieznos¢ — rozwigzanie numeryczne w granicy zerowego kroku czasowego/przestrzennego dazy do rozwigzania
doktadnego

1SA+¥(0) = (D)l = 0.

At—)O nAt t

o Stabilno$¢ — norma rozwigzania pozostaje skonczona

ISA:ll < C dladanegoC, 0 < nAt<T.
o Bezwzledna stabilno$¢: schemat stabilny dla kazdego n.
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Analiza von Neumanna
o Analiza dyskretnej tranformaty Fouriera (TF) rozwigzania. ozn. \Uj(.’") = V(r), tm)

o 2mjk
= 2nj k — iVl
wj = exp(l J> wf = exp(l Y )

=0

J—1
(m) G(m) , k
Vit = k:owk "

o Jesli norma TF jest skonczona dla n — oo, to schemat stabilny (bezwzglednie).

o Dlaczego? Poniewaz: tw. Parsevala wigze norme funkcji w przestrzenir i jej TF.

ol = oo s o =5
2 2’ 2 = J
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Analiza von Neumanna
o Analiza dyskretnej tranformaty Fouriera (TF) rozwigzania. ozn. \Uj(.’") = V(r), tm)

o 2mjk
= 2nj k — iVl
wj = exp(l J> wf = exp(l Y )

=0

J—1
(m) G(m) , k
Vit = k:owk "

o Jesli norma TF jest skonczona dla n — oo, to schemat stabilny (bezwzglednie).

o Dlaczego? Poniewaz: tw. Parsevala wigze norme funkcji w przestrzenir i jej TF.

om0 roma: [ - > wioe
o Dowdd:
5 J—1
J Hw(”’)Hz = g3 MG
j=0
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Analiza von Neumanna
o Analiza dyskretnej tranformaty Fouriera (TF) rozwigzania. ozn. \Uj(.’") = V(r), tm)

o] 2mjk
= 2nj k — iVl
wj = exp(l J> wf = exp(l Y )

e N o
=0
J—1
(m) G(m) , k
Vit = k:owk "

o Jesli norma TF jest skonczona dla n — oo, to schemat stabilny (bezwzglednie).

o Dlaczego? Poniewaz: tw. Parsevala wigze norme funkcji w przestrzenir i jej TF.

H‘”(m)Hz =/ Hﬁ,(m)H; norma. H\U(m)Hi = JX_S wim2 (20)
=0
o Dowdd:
J H\TJ('")H2 S Mg 3 Ji wim g i=F | -
e &g 2| &
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Analiza von Neumanna
o Analiza dyskretnej tranformaty Fouriera (TF) rozwigzania. ozn. \u](,’") =V(rj, tm)

o oo () w= en ()

i (m 1 (m) (k=
vy J P v, (w)
w(m _ S gm K

J Par

o Jesli norma TF jest skonczona dla n — oo, to schemat stabilny (bezwzglednie).

o Dlaczego? Poniewaz: tw. Parsevala wigze norme funkcji w przestrzenir i jej TF.

wm|f® Z g|[wm 2, norma: |[wm||* = [wim)2 (20)
2 2 2 g /
o Dowod:
5 J—1 J—1 [u—1 o
J ij;(m)”2 —J @}m)q,/(m)* _ |:Z \Ilf(m)e_' :| Z \U(m |:Z P(m* g _:J:|
j=0 j=0 | k=0

AMK Kropki kwantowe w potencjatach zaleznych od czasu 23 listopada 2021, ostatnia aktualizacja 6 kwietnia 2024 13/20



Analiza von Neumanna
o Analiza dyskretnej tranformaty Fouriera (TF) rozwigzania. ozn. \IJ](.m) = (), tm)

P —

J—1
i(m _ 1 (m) ¢k
Vit = J F=) "’/ (W, )
w(m _ S Gm
J k7
k=0

o Jesli norma TF jest skonczona dla n — oo, to schemat stabilny (bezwzglednie).

o Dlaczego? Poniewaz: tw. Parsevala wigze norme funkcji w przestrzenir i jej TF.
e S T R S @
j=0

o Dowdd:

wg(m)*

2 ) ) - k ) -
j = k=0 j=0
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Analiza von Neumanna schematu C-Nw 1D

o Wyrazamy rozwigzanie w postaci TF

J—1 - (i) J—1 ( . omjk
~(m)  k m+1) m+1) k
2 Ve, v; ;?:o W = exp ( J )

o Do schematu, réw. (14); zaktadamy V =0, V; =0

+1 —1
TR i

(M) ) p(m) (M) | (meD) _ pylme)
lme) _glm At |V VS 2T W Yy -2y }

i e 2ih 2m* sz Ax?
o Wstawiamy TF, ozn. 2 m = —ia
J—1 ; J—1 J—1 1)
T (m1) |k G(m [k o K K K g (m+ : K K K
Mk = 5§ )[W/ +Io¢(Wj+1+Wj_1—2Wj>]— 10 [_'O‘("Vf'+1+""/—1_2""j)]
k=0 k=0 k=0
AMK
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Analiza von Neumanna schematu C-Nw 1D

o Kazdy wyraz sumy powinien by¢ identyczny, k = 0,1,...,J — 1
g(m+1) [k _ i k k KNT — (M [k o k k k
Vi [W/ — <Wj+1 +wiq — 2w )] = Vi [Wj + i <Wj+1 + Wiy — 2w )]
© Zauwazamy, ze wf = e2mik/J wiec Wi = ijei’%’(/‘f
@5{m+1)627rijk/J [1 _ia <62i7rk/J + g 2imk/J _ 2)} _ @E(m)eg,r,-jk“ [1 Tia (egm-k/J 1 g—2mik/J _ 2)}
UMD [ — ja (2 cos(2mk/J) — 2)] = U™ [1 + ia (2 cos(2mk /J) — 2
k k

o Wsp6tczynnik wzmocnienia MK = \Tlf(m“)/ﬁlg{'")
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Analiza von Neumanna schematu C-Nw 1D

o Wspbtczynnik wzmocnienia Mk = \Tlf(m“)/\TJE(m) powinien spetnia¢ |M¥| < 1

k1 +ia[2cos(2mk/J) — 2]
"1 —ja[2cos(2rk/J) — 2]

1+ ia[2 cos(2mk/J) — 2] 1 — ia [2 cos(2mk/J) — 2]
1 ia[2cos(2nk/J) — 2] 1 + ia [2cos(2mk/d) — 2]
M| <1

|M<[?

o Schemat C-N jest stabilny dla kazdego At.
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Analiza von Neumanna schematu A-Cw 1D

o Przypomnienie: rozwigzanie w postaci TF

J—1 J—1 .
W/(‘m) _ \]‘,&m) ij, wj(mﬂ) _ Z \Tlg(mﬂ)wjk, wim=1 _ Pm=1) k Wh = exp (I,27rjk)
k k=0

=0

o Do schematu, réw. (17); zaktadamy V =0, V; =0

w(_m+1) _ \U(_m71)
1 i ih 2m*

o Wstawiamy TF, ozn. 22! Zm*hsz =i
J—1 ) J—1 ) J—1 -
qr (m+ k > (m— k ~(m) [. K K k
T wl = DUV S0 [ig (wh + w20
k=0 k=0 k=0
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Analiza von Neumanna schematu A-Cw 1D

o Kazdy wyraz sumy powinien by¢ identyczny, k = 0,1,...,J — 1

g (m+1)  k g (m—1)  k ) i k k k
T = G B (i (Wl ey - 2uf)]

_ o2nijk _ 2mik
o Przypomnienie, w] e2mik/J  wiec wj[1 W] kgx2mik/J

PN Q2 /d M=) gemik/J | ) g2rik/d [ (2mik/d 4 g=2mik/d _ )]
Fm _ PN 4 ™ 1218 (cos(2rk/J) — 1)]
o Wspbtczynnik wzmocnienia Mk = ’"+1 /\U
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Analiza von Neumanna schematu A-Cw 1D

o Wspbtczynnik wzmocnienia Mk = \Tlf(mﬂ)/ﬁlg('") = \TJE('")/\TJE('"_U

(M*)2 — 2iBM¥ [cos(2nk/J) —1] =1 =10

o Réwnanie kwadratowe. Rozwigzania:

(M¥)1 5 = iB[cos(2mk/J) — 1] & \/ 1 — 2 [cos(2rk /J) — 1]2

o Kwadrat modutu:
(M5)1 2(MF); 5 =1...

o ALE: warto$¢ pod pierwiastkiem moze byé ujemna, gdy: cos(2rk/J) ~ —1i 8 duze®.
o Graniczny przypadek (cos(7) — 1) = 4

o Wymagamy .
1 Ax 2h
1-482>0 < - = > =
Az :>’8*2 At T m*

9Robert J. Rubin, J. Chem. Phys. 70, 4811 (1979)
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https://doi.org/10.1063/1.437245

Analiza von Neumanna schematu A-C

o W 1D Otrzymalismy
Ax? _ 2F
At T m*

o Warunek stabilnosci w 3D

LG I B
At \Ax2  Ay2  AZz? - m*

o Dla Ax = Ay = Az otrzymujemy

Ax2 S 2h
V3AtL T m*

o Jest to oszacowanie przy V = 0. W ogéinych przypadkach stabilno$¢ moze mie¢ wieksze ograniczenia.
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