Procesy stochastyczne (WMS) Zestaw 6

Definicja 1. Procesem Poissona z intensywnoscia A > 0 nazywamy proces {N(¢),t > 0}
spelniajacy nastepujace warunki:

(i) N(0) =0 p-n.

(ii) Przyrosty procesu N sa niezalezne, tj. dla 0 < ¢ < ty < ...t; zmienne losowe
N(t1),N(t2) — N(t1),..., N(tg—1) — N(tx) sa niezalezne.

(iii) Dla 0 < s < t zmienna losowa N (t) — N(s) ~ Poiss(A(t — s)).
Twierdzenie 1. Proces Poissona N(t) o intensywnosci A > 0 mozemy przedstawié jako
N(t) =max{n : T, <t}, teR,

gdzie To = 0 oraz T, = X1 +...+ X, n > 1, za$ ciag { X, }nen sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o tym samym rozkladzie wykladniczym z parametrem .

Uwaga 1. Zmienna X; oznacza czas pomiedzy (i—1)-szym a i-tym zdarzeniem. Zmienna T}
oznacza czas zajécia i-tego zdarzenia. Zmienna N (t) oznacza liczbe zdarzen, ktére wystapity
do chwili .

Definicja 2. Niejednorodnym procesem Poissona z funkcja intensywnosci A : [0,00) —
[0, 00) nazywamy proces {N(t),t > 0} spelniajacy nastepujace warunki:

(i) N(0) =0 p.n.

(ii) Przyrosty procesu N sa niezalezne, tj. dla 0 < ¢ < ta < ...t; zmienne losowe
N(t1),N(t2) = N(t1),...,N(tg—1) — N(t) sa niezalezne.

(iii) Dla 0 < s < t zmienna losowa N (t) — N(s) ~ Poiss (fst A(u) du) .
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Zadanie 1. Czy proces Poissona jest martyngalem wzgledem swojej filtracji naturalnej?
Jesli nie, to jak zmodyfikowaé proces Poissona, aby byl martyngatem?

Zadanie 2. Niech N(t) bedzie procesem Poissona z intensywnoscia \. Wyznacz

a) P(N(2) + N(7) = 4);
b) P(N(t) =i|N(s) =j) dlat > s > 0 i dowolnych i, j;
c) Cov(N(s),N(t)) dlat,s > 0;

d) P(V(1) = 1, N(2) < 2, N(3) < 3);

Zadanie 3. W dzien wyboréw, wyborcy docieraja do miejsca glosowania zgodnie z pro-
cesem Poissona. Srednio, 100 0s6b na godzine. Jezeli 150 0s6b przybylo podczas pierwszej
godziny, jakie jest prawdopodobienstwo, ze co najwyzej 350 os6b przybedzie na wybory
przed trzecia godzina?

Zadanie 4. Niech N (t) bedzie procesem Poissona z intensywnoscia A. Udowodnij, ze czas
zajécia n-tego zdarzenia T, ma rozklad gamma. Wyznacz parametry tego rozkladu.
Wskazowka: Warto skorzystaé z funkcji charakterystyczne;j.

Zadanie 5. Czasy zdobywania bramek w meczu hokejowym modelujemy za pomoca pro-
cesu Poissona. Przyjmijmy, ze éredni czas miedzy kolejnymi bramkami wynosi 15 minut,

czyli intensywnosé procesu to A = —5

a) W meczu trwajacym 60 minut oblicz prawdopodobiefistwo, ze czwarta bramka padnie
w ostatnich 5 minutach spotkania.

b) Zakladajac, ze w meczu padly co najmniej trzy bramki, oblicz warto$é¢ oczekiwana
czasu strzelenia trzeciej bramki.

Zadanie 6. Niech N(t) bedzie procesem Poissona z intensywnoscia A i niech X; bedzie
pierwszym czasem przybycia. Udowodnij, ze

P(X; < 2|N(t) =1) = %

dla0 < x <t

Zadanie 7. Niech N(t) bedzie procesem Poissona z intensywnoscia A. Niech T,, oznacza
moment zajscia n-tego zdarzenia. Wyznaczy¢ dystrybuante i gesto$é rozktadu warunkowego
T4 pod warunkiem N; = 2. Oblicz E(Ty|N; = 2).

Zadanie 8. Udowodnij, ze suma niezaleznych proceséw Poissona jest procesem Poissona.
Wyznacz intensywno$é¢ otrzymanego procesu Poissona.

Zadanie 9. Niech {N(¢),t > 0} bedzie procesem Poissona o intensywnosci A > 0. Kazde
zdarzenie, niezaleznie od innych, klasyfikujemy jako zdarzenie typu 1 z prawdopodobien-
stwem p, oraz zdarzenie typu 2 z prawdopodobienstwem 1 — p, gdzie 0 < p < 1. Niech
N (t) oznacza liczbe zdarzen typu 1 w przedziale [0,¢], a N (t) liczbe zdarzeh typu 2 w
przedziale [0, t]. Udowodnij, ze

a) {NW(#),t > 0} jest procesem Poissona o intensywnosci \p.
b) {N®)(t),t > 0} jest procesem Poissona o intensywnoéci A(1 — p).

¢) Procesy N i N(2) s3 niezalezne.
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Zadanie 10. Rozwazmy proces narodzin chlopcéw i dziewczynek. Zatézmy, ze na oddziale
polozniczym liczba dzieci rodzi sie¢ zgodnie z procesem Poissona o intensywnosci 2.

a) Podczas 8-godzinnej zmiany oblicz warto$é oczekiwana i odchylenie standardowe licz-
by narodzin dziewczynek.

b) Oblicz prawdopodobienstwo, ze w godzinach od 14:00 do 17:00 urodzily sie wylacznie
dziewczynki.

¢) Wiadomo, ze wczoraj na oddziale urodzilo sie piecioro dzieci. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze dwoje z nich to chlopcy.

Zadanie 11. Studenci przychodza na lunch do stotéwki zgodnie z niejednorodnym pro-
cesem Poissona. Liczba studentéw przybywajacych na godzine zwieksza si¢ liniowo z 100
do 200 studentéw na godzine miedzy godzing 11:00 a 12:00. Nastepnie liczba studentow
przybywajacych pozostaje stala przez kolejne 2 godziny, po czym zmniejsza sie liniowo z
200 do 100 miedzy 14:00 a 15:00. Znajdz prawdopodobienstwo, ze w stoléwce miedzy 11:30
a 13:30 bedzie co najmniej 400 osob.

Zadanie 12. Niech N(t) bedzie procesem Poissona z intensywnoscia A\. Udowodnij, ze

N® pns

przy t — oo.



