Statystyka matematyczna (WMS) Zestaw 1

Zadanie 1. Niech X1, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym roz-
kladzie normalnym N(0,1). Udowodnij, ze Y., X? ma rozklad x?(n).

Zadanie 2 (*). Niech Xi,...,X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozktadzie normalnym A (1, 0%). Udowodnij, ze

1 < -
po) > (X - X)?
=1

ma rozklad x?(n — 1), gdzie X = L 3" X,

Zadanie 3. Niech X bedzie catkowalna z kwadratem zmienna losowa. Udowodnij, ze
p(c) = E(X — 0)?

osiaga najmniejsza warto$é¢, gdy c jest wartoscig oczekiwang zmiennej losowej X .

Zadanie 4. Niech X bedzie calkowalna zmienna losowa o wartosciach rzeczywistych. Me-
diana zminnej losowej X nazywamy liczbe med(X) taka, ze P(X > med(X)) > % oraz
P(X < med(X)) > 1. Udowodnij, ze

p(c) = E[X — ¢
osigga najmniejsza warto$é, gdy c jest mediana zmiennej losowej X.
Wskazéwka: Udowodnij i skorzystaj z tego, ze jesli X > 0, to EX = fooo P(X > t)dt.

Zadanie 5. Wektorem statystyk pozycyjnych dla wektora losowego X = (X7, ..., X,) na-
zywamy wektor (X(l), . ,X(n)) = (Xkys--- 7Xk'n,) taki, ze Xp, <...< X, i (K1, kn)
jest permutacja (1,...,n). Zalozmy, ze X1, ..., X, sa i.i.d z rozkladu o dystrybuancie F' i
gestosci f.

(a) Wyznacz wzér na dystrybuante i gestosé k-tej statystyki pozycyjnej wektora X.

(b) W przypadku gdy f jest gestoScia rozkladu jednostajnego na [0, 1] oblicz E(X ()
korzystajac z odpowiedniego rozktadu Beta.

Zadanie 6. Niech X = (X1,...,X,,) bedzie préba prosta z rozkladu o ciaglej dystrybu-
anty F. Statystyke R = X(,)—X(1) nazywamy rozstgpem z proby. Wykaza¢, ze

ER — / 1= (F(2))" = (1 = F(&))"] da.

Oblicz ER w przypadku gdy F' jest dystrybuantg rozkladu jednostajnego.
Wskazowka: Skorzystaj ze wskazowki z zadania 4.

Zadanie 7. Niech X = (Xi,...,X,) bedzie préba prosta z rozkladu wykladniczego
Exp(\).

(a) Znalezé rozklad statystyki porzadkowej X ).
vkazac, ze X () oraz X ) — X dla 1 < &k < m < n sg niezalezne.
b) Wykazac, ze X, Ximy — Xy dlal <k iezalez

(c) Znalezé rozklad zmiennej Xy = Xm), 1 <k<n—-1



