Procesy stochastyczne (WMS, 2024/2025) Zestaw 1

Zadanie 1. Rzucamy symetryczna kostka. Zmienna losowa X przyjmuje wartosé¢ 1, gdy
wypada parzysta liczba oczek, 2 — jesli nieparzysta. Wyznacz o-cialo generowane przez
zmienng losowa X.

Zadanie 2. Niech {B;}°, bedzie rodzing wzajemnie rozlacznych zbioréw takich, ze Q =
U2, Bi, P(B;) > 0, oraz niech G = o(B;, i = 1,2,...). Niech X bedzie calkowalng zmienna
losowa. Udowodnij, ze
E(X[G)(w) =) eilp,(w),
i=1
gdzie
1
dowolna stata, P(B;)=0.

Zadanie 3. Niech A € F. Udowodnij, ze dla dowolnego B € F takiego, ze P(B) € (0,1)
zachodzi
E(1a|lp) =P(A|B) 1 +P(A|B') 1p.

Zadanie 4. Niech Q = [0,1], F = Bjg,1}, P = Ajp,1)- Wyznacz E(X|G), gdy X(w) = Vw

oraz G jest o-cialem generowanym przez zbiory [0, 1], (%, 1].

Zadanie 5. Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadie
Bernulliego B(1,p), p € (0,1). Niech Z = 1x,y—1. Wyznacz E(X|Z) i E(Y|Z)

Zadanie 6. Niech Q = [0, 1], F = By 1) oraz P = A\ 1). Wyznacz E(X]Y) dla X (w) = 2w?
oraz Y(w) =1— 2w —1].

Zadanie 7. Niech Q = [0, 1], Bjg 1) oraz P = X[g 1. Udowodnij, ze dla dowolnej catkowalnej
zmiennej losowej X oraz Y (w) = w(1 — w) zachodzi

X(w)—i—X(l—w).

B(XY)(w) = =

Zadanie 8. Niech Q = [0,1]%, F = By 12 oraz P = g 1j2. Wyznacz E(f|g) dla g(y) =y
oraz f(z,y) = x2y.

Zadanie 9. Owad sktad X jajeczek zgodnie z rozkladem Poissona z parametrem A, a
owad z jajeczka wylega si¢ z prawdopodobienstwem p, niezalezne od innych. Oblicz $rednia
liczbe potomkow.

Zadanie 10. Niech X7, X5, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozkladzie N(u,0?) oraz niech 7 bedzie zmienna losowa o rozkladzie Poissona z
parametrem A nieznalezng od {X;}32,. Wyznacz E (>°/_; X,,) .

Zadanie 11. Niech X bedzie calkowalna zmienna losowa z kwadratem. Warunkowa wa-
riancjg pod warunkiem o-ciata G C F zdefiniowana jest wzorem

Var(X|g) = E[(X - E(X]6))*|¢].
Udowodnij nastepujace wlasnosci warunkowej wariancji:
Var(X|G) = E[X?|G] - E*[X]d],

Var(X) = E[Var(X|G)] + Var[E(X|G)],



