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Zadanie 1. Niech X7, Xo, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o skoniczo-
nych wartosciach oczekiwanych. Niech

Sp=X1+Xo+...+X,, Fn=0(X1,....,X,), neN
Udowodnij, ze

(a) jesli EX; = 0 dla kazdego ¢ € N, to proces {S, }nen jest martyngalem wzgledem
filtracji {Fy }nen;

(b) jesli EX; > 0 dla kazdego ¢ € N, to proces {S, }nen jest submartyngatem (podmar-
tyngatem) wzgledem filtracji {F, }nen;

(c) jesli EX; < 0 dla kazdego @ € N, to proces { Sy, }nen jest supermartyngatem (nadmar-
tyngalem) wzgledem filtracji {F, }nen.

Zadanie 2. Niech X, X,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym sa-
mym rozkltadzie calkowalnych z kwadratem i o $redniej zero. Niech

Sn:X1+X2++Xn7 fn:O'(Xl,...,Xn) neN

Udowodnij, ze Y;, = S2 —nVar(X) jest martyngatem wzgledem filtracji generowanej przez
proces X,,.

Zadanie 3. Przypusémy, ze czastka bladzi losowo po prostej R po wszystkich wspotrzed-
nych catkowitych. Zalzézmy, ze czastka startuje z punktu zero. Z dowolnego punktu j
przechodzi na prawo do punkt j + 1 z prawdopodobienstwem p, a lewo do punktu j — 1
z prawdopodobienstwem g = 1 — p. Poprzez X,, oznaczmy pozycje czastki po n ruchach.
Wyznacz E(X,,) oraz Cov(X,, X,,). Czy X, jest martyngalem wzgledem swojej filtracji
naturalnej?

Zadanie 4. Niech X bedzie calkowalna zmienng losowa oraz niech {F, },en bedzie pewna
filtracja. Udowodnij, ze proces Y,, = E(X|F,,) jest martyngalem wzgledem {F,, },en.

Zadanie 5. Niech X,, bedzie (sub-, super-) martyngaltem wzgledem filtracji F,,. Dla usta-
lonego k > 1, zdefiniujmy proces X,, = Xg4pn — Xg, n = 1,.... Pokaz, ze X,, jest (sub-,
super-) martyngalem wzgledem F,, = Fp, 1.

Zadanie 6. Niech X7, X, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych oraz EX), =
1 dla kazdego k € N. Udowodnij, ze Y,, = [[;_, Xi jest martyngalem wzgledem filtracji
generowanej przez zmienne losowe X,,.

Zadanie 7. Niech X;, Xs,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym sa-
mym rozkladzie P(X,, = 1) =P(X,, = —-1) =1/2, n =1,2,.... Wyznacz warto$¢ parame-
tru a, aby ciag Y, = a" cos (7 >_r_, Xx) byl martyngalem wzgledem filtracji generowanej
przez X,

Zadanie 8. Niech X1, Xo,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym roz-
kladzie N (,1), p € R. Niech Y,, = exp (h > r_; X&) -

(a) Wyznacz funkcje wartosci oczekiwanej i funkcje autokowariancji procesu Y.

(b) Dla jakiej wartosci h € R proces Y,, jest martyngalem wzgledem swojej filtracji
naturalnej? Dla jakich h proces Y, jest sub- lub supermartyngatem?

(¢c) Wyznacz funkcje $redniej i funkcje autokowariancji procesu Y, tj. u(n) = EY,, oraz
R(n,m) = Cov(Yn,Yn).



Procesy stochastyczne (WMS, 2024/2025) Zestaw 2

Zadanie 9. Niech {X,, },en bedzie symetrycznym bladzeniem losowym z czasem dyskret-
nym. Znajdz deterministyczny ciag liczbowy {a, }nen taki, ze proces Y, = X2 +a, X,, jest
martyngalem wzgledem filtracji generowanej przez proces X,,.

Zadanie 10. Udowodnij, ze funkcja wartosci oczekiwanej martyngatu jest stata w czasie.
Co w przypadku sub- lub supermartyngatu?

Zadanie 11. Udowodnij, ze suma proceséw stochastycznych bedacych martyngatami wzgle-
dem tej samej filtracji jest martyngatem wzgledem tej filtracji.

Zadanie 12. Udowodnij, ze przyrosty martyngalu sa parami nieskorelowane.

Zadanie 13. Udowodnij, ze procesy stochastyczny bedacy martyngatem wzgledem pewnej
filtracji jest tez martyngalem wzgledem swojej naturalnej filtracji.



