Procesy stochastyczne (WMS, 2024/2025) Zestaw 3

W zadaniach 2-10 bedziemy zakladaé, ze T' = N.

Zadanie 1. Niech 7 bedzie momentem stopu wzgledem pewnej filtracji. Czy zmienne
losowe 7 + 1, 7 — 1 oraz 72 sg tez momentami stopu. Rozwazmy przypadek, gdy 7' = N
oraz T = |a, +00), gdzie @ > 0.

Zadanie 2. Udowodnij, ze 7 =t jest momentem stopu wzgledem dowolnej filtracji.

Zadanie 3. Udowodnij, ze zmienna losowa 7 : @ — T U {oo} jest momentam stopu
wzgledem {F;} wtedy i tylko wtedy, gdy {7 < t} € F; dla kazdego t.

Zadanie 4. Niech 7 oraz o beda momentami stopu wzgledem {F;}. Udowodnij, ze 7V o,
T Ao oraz T + o sg momentami stopu. Czy zmienna losowa 7 — ¢ jest momentem stopu?

Zadanie 5. Niech 7 bedzie momentem stopu wzgledem filtracji {F;}. Udowodnij, ze
(a) F; jest o-cialem;
(b) Jedli T =t, to Fr = Fy;
(c) A e F, wtedy i tylko wtedy, gdy A € F oraz {r =t} N A € F; dla kazdego t.

Zadanie 6. Niech 11 oraz 15 beda momentami stopu wzgledem filtracji {F;}. Udowodnij,
ze jesli 71 < 1o, to Fr, C Frp.

Zadanie 7. Niech 7 bedzie momentem stopu wzgledem filtracji {F;} oraz niech X; bedzie
ciagiem adaptowanym do {F;}. Udowodnij, ze

(a) T jest Fr-mierzalna
(b) X, jest Fr-mierzalna na zbiorze {7 < co}.

Zadanie 8. Niech 7 oraz o beda momentami stopu. Udowodnij, ze zdarzenia {r < o},
{r >0}, {r <o}, {r >0} oraz {T = o} naleza do F; oraz F,.

Zadanie 9. Niech X; bedzie ciaggiem zmiennych losowych adaptowanych do filtracji {F;}.
Udowodnij, ze chwila pierwszej wizyty X; w zbiorze B € B(R) jest momentem stopu.
Zdefiniuj moment pierwszej wizyty X; w zbiorze B po chwili 7, gdzie 7 jest momentem
stopu wzgledem {F;}. Czy taka zmienna losowa tez jest momentem stopu? Co w przypadku
k-tej wizyty X; w zbiorze B?



