Procesy stochastyczne (WMS, 2024/2025) Zestaw 4

Okre$lmy proces S, = >_;'_; Xj,. Niech N bedzie pewnng zmienng losowa. Poprzez Sy
bedzimy oznaczaé Sy (w) = Sn(w)(w), w € .

Zadanie 1. Udowodnij, ze jesli X jest zmienna losowa przyjmujaca wartosci catkowite, to
oo
EX =) P(X > ).
j=1

Wyznacz analogiczny wzor dla EXP dla p > 1.

Zadanie 2. Niech X,, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie jedno-
stajnym U[0, 1]. Niech 7 = inf{n : S,, > 1}. Wyznacz E7. Oszacuj wartos¢ ET za pomoca
metody Monte Carlo.

Wskazowka: Zmienna losowa S,, ma rozklad Irwina—Halla o gestoSci

1

fs,(z) = n—1)! -

(Z) (z— k)", z€[0,n]

Zadanie 3. Udowodnij Tozsamos¢ Walda: Jesli X7, Xs,... sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o tym samym rozkladzie, E|X;| < oo, za$ 7 jest momentem stopu wzlgedem
{Fntnen, gdzie F,, = 0(X1, Xo, ..., Xp), ET < 00, to

ES, = ErEX,.

Zadanie 4. Rzucamy kostka tak dlugo, az otrzymamy wszystkie oczka. Znalez¢é $rednia
sumy wyrzuconych oczek.

Zadanie 5. Nich {X,,} bedzie symetrycznym bladzeniem losowym oraz niech 71 = inf{n :
X, > 1}. Udowodnij, ze Ery = co.

Zadanie 6. Niech X;, Xs,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym roz-
ktadzie, nieujemnymi z wartoscia oczekiwana réwna 1. Niech 7 bedzie ograniczonym mo-

mentem stopu. Udowodnij, ze
E l]‘[ Xk] =1
k=1

Zadanie 7. Niech X; bedzie martyngalem wzgledem {F;}, a 7 bedzie momentem stopu
wzgledem tej samej filtracji. Udowodnij, ze X7 = Xia, jest martyngatem wzgledem {F;}.

Zadanie 8. Niech {X,,},,>0 bedzie martyngalem.

(a) Zalézmy, ze T oraz ¢ beda ograniczonymi momentami stopu spelniajacymi o < 7.
Udowodnij, ze E[X,|F,] = X,

(b) Zalézmy, ze istnieje calkowalana zmienna losowa Y taka, ze | X;| <Y dla kazdego t.
Niech 7 bedzie skoficzonym momentem stopu. Udowodni, ze EX, = EXj.

(¢) Zalézmy, ze martyngal X ma ograniczone przyrosty, tj. istnieje M > 0 taka, ze
| Xnt1—Xn| < M dla kazdego n. Niech 7 bedzie momentem stopu takim, ze Er < occ.
Udowodnij, ze EX, = EXj.



