
Wstęp do rachunku prawdopodobieństwa (WMS) Zestaw 6

Zadanie 1. Niech ν, µ,m będą miarami σ-sknoczonymi na (Ω,F). Wykazać, że

(W1) (ν ≪ µ ∧ µ≪ m) ⇒
(
ν ≪ m ∧ dν

dm =
dν
dµ ·

dµ
dm

)
,

(W2) dµdµ = 1 (µ−p.w.),

(W3) µ ≡ ν ⇒ dν
dµ =

(
dµ
dν

)−1
.

Zadanie 2. Dane są dwa dwumianowe rozkłady prawdopodobieństwa P1 ∼ B(n, p) oraz
P2 ∼ B(k, q), gdzie n, k ∈ N, n > k, 0 < q ¬ p < 1. Zbadać czy P1 ≪ P2 oraz czy P2 ≪ P1.

Zadanie 3. Niech (Ω,F , µ) przestrzeń mierzalna, f : Ω → R funkcja mierzalna taka, że
f ­ 0 µ−p.w. oraz

∫
Ω fdµ = 1. Wykazać, że ν określona na F tak, że ν(A) =

∫
A
f dµ jest

miarą probabilistyczną.

Zadanie 4. Rozkłady prawdopodobieństwa P1, P2 na (R,B) są całkami

Pi(A) =
∫
A

pi(x) dx A ∈ B,

gdzie p1(x) = β exp(−β(x−b))1[b,∞)(x) oraz p2(x) = β exp(−βx)1[0,∞)(x), gdzie b, β > 0.
Zbadać czy P1 ≪ P2 oraz czy P2 ≪ P1.

Zadanie 5. Rozkłady prawdopodobieństwa P1, P2 na (R,B) są zadane przez gęstości
względem miary Lebesgue’a na R. Załóżmy, że p1(x) = β exp(−βx)1[0,∞)(x) oraz p2(x) =
β
2 exp(−β|x|), gdzie β > 0. Zbadać czy P1 ≪ P2 oraz czy P2 ≪ P1. W przypadku absolut-
nej ciągłości, podać dwie różne wersje odpowiedniej pochodnej Radona-Nikodyma.

Zadanie 6. Wyznaczyć a tak, aby funkcja

f(x) =

{
a cos(x) + a, gdy x ∈ (0, π),
0, gdy x /∈ (0, π),

była gęstością rozkładu prawdopodobieństwa względem miary Lebesgue’a.

Zadanie 7. Wyznaczyć a tak, aby funkcja

f(x) =
a

1 + x2
, x ∈ R,

była gęstością rozkładu prawdopodobieństwa względem miary Lebesgue’a.


