Wstep do rachunku prawdopodobienstwa (WMS) Zestaw 8

Zadanie 1. Niech f, g funkcje borelowsko mierzalne. Udowodnié, ze jeseli zmienne losowe
X 1Y sa niezalezne, to zmienne losowe f(X)1ig(Y) sa niezalezne. Czy implikacja odwrotna
jest prawdziwa?

Zadanie 2. Wykazaé, ze zmienna losowa jest niezalezna od siebie samej wtedy i tylko
wtedy, gdy jest stala z prawdopodobienstwem jeden. Czy zmienne loswoe X i f(X) moga
by¢ niezalezne, gdy f jest funkcja borelowska?

Zadanie 3. Dwie niezalezne zmienne losowe X i Y maja standardowe rozklady normalne.
Wyznaczy¢ rozklady (gestosci) zmiennych losowych

(a) X2 +Y?
(b) X/Y.

Zadanie 4. Zmienne losowe X i Y sa niezalezne, gdzie X ma standardowy rozktad nor-
malny. Natomiast ¥ ma rozktad wyktadniczy Ezp(1). Obliczyé¢ P(X? > Y/2).

Zadanie 5. Wyznaczy¢ gestosé rozkladu zmiennej losowej U = X/(X +Y), gdy X i Y sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkltadach wykladniczych Exp()).

Zadanie 6. Niech X, Y, Z niezalezne zmienne losowe o jednakowym rozkladzie wyktad-
niczym. Niech S = X +Y + Z. Obliczyé P(X > S/2 VY > S/2,VZ > 5/2).

Zadanie 7. Zmienne losowe X i Y sa niezlezne i majg rozktady wyktanicze o gestosci
f(x) = XNexp(=Az) L1503 Niech U = min(X,Y) oraz V = max(X,Y). Sprwadz czy
zmienne losowe U, U — V sa niezalezne?

Zadanie 8. Niech K bedzie zmienna losowa taka, ze P(K = k) = % dla k =1,2,...,10.
Niech
1, K=k
Xk) — ) 7
0, K#Ek.
Sprawdzié¢, czy zmienne losowe X7 i Sg sa niezalezne, gdzie S, = X; + ... + X,,. Czy
niezalezne sa X7 i S37

Zadanie 9. Niech X;, Xo,...X,, i.i.d (tzn. niezalezne i maja ten sam rozklad, od ang.
independent and identically distributed) takie, ze X7 ~ Exp(1). Rozwazmy zmienne loso-
we U = min(Xy, Xs,...,X,) oraz V = max(Xy, Xs,...,X,). Wyznacz gestos¢ rozkltadu
wektora losowego (U, V).

Zadanie 10. Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach Poissona
odpowiednio z parametrami a, b. Wykazaé¢, ze X + Y ma rozklad Poissona z parametrem
a+b.

Zadanie 11. Korzystajac z pojecia splotu wyznaczy¢ gestosé sumy niezaleznych zmien-
nych losowych o rozkladzie jednostajnym U(—1,1).

Zadanie 12. Niech zmienne losowe X, Y, Z beda niezalezne o tym samym rozktadzie wy-
kladniczym Exp(A). Korzystajac z pojecia splotu wyznaczyé¢ gestosé zmiennych losowych
X+YoraX+Y+Z.

Zadanie 13. Niech P(X = —-1) = P(X =0) = P(X =1) = 1/3 oraz Y ~ U(0,1)
(rozklad jednostajny na odcinku [0,1]). Zalézmy, ze X oraz Y beda niezalezne. Znajdz
rozktad Z = XY i naszkicuj jego dystrybuante.

Zadanie 14. Niezalezne zmienne losowe X, Xo,... maja ten sam rozklad geometrycz-
ny o funkcji prawprawdopodobiefstwa P(X; = k) = (1 — p)p¥, k = 0,1,..., p € (0,1).
Wyznaczy¢ rozklad zmiennej X; + ...+ X,.



