j?«+1 T 21](3 —l_ trf?: 1 _ __‘er, . _|_ ()(AI“ ) ﬂajprOSLSZ'y' iloraz dlusICJ pocC cho
Ar? n produkuje przepis z btadem loka

catkiem niezle, ale:

ej
nym rzedu 4

AI’\
Uull
In

fir1 = 2fi — fio1 — AT ANPPring + O(Ar)

mozna lepiej = metoda Numerowa
btad lokalny rzedu 6

metoda Numerowa:
[przepis na kolejne wartosci rozwigzania liczone
z btedem O(Ax®) zamiast O(Ax?)]:

Stosowana do rownania typu:
d*y
dx 2

(z)y = S(x)

[ rGwnanie liniowe Il rzedu, bez pierwszej pochodnej]



rownanie traktowalne dzy

metoda Numerowa: 72 +g(z)y = S(2)
1 d do
—— (2=Z) = —4mn ,
2 dr dr oryginalne réwnanie Poissona
d? 2 d
_Qb + __¢ — —Ammn  wystepuje pochodna — nie podejdziemy
d’T‘Q r dr Numerowem

sprowadzone do wersji odpowiedniej dla Numerowa przez podstawienie

¢)(7) = - W — —Ad71rn



Metoda Numerowa — wyprowadzenie:

d*u(x) — S(x) — g(x)u(z)

dx?
Wt Ar) = u() LA d-z.z+ Ax? du N Ax? dg’l‘{) N Azt dhu N Ax® d°u
de 2 dx? 6 dx? 24 dx* 120 da®
du N Av® d*u Az’ d’u N Azt d'u Az’ d’u
dv 2 dx? 6 dx? 24 dz* 120 dad

+0O(Az%)

w(r—Azx) = u(x)—Ax +0(Az")

YN A2 2, DN 4 34
o _ LA L U W LAl U W 6
w(r + Ax) + u(rx — Ax) = 2u(x) + 5 g +— T + O(Az”)
@ _ u(x 4 Ax) + u(x - Az) —2u(r) Az’ d4@ L O(ALY
dx? Ax? 12 daz?

Pl
druga pochodna prawej strony
d*u S(x + Ax) + S(xr — Ax) — 25(x) TN T e

P o Ax?
gle 4 Ax)u(r + Ar) + g(;ziA 2A:x:)u(:zz — Ax) — 2¢g(x)u(x) L O(A2?)
x

po wstawieniu wyzej btgd pozostanie rzedu 4




u(x + Ax) +u(r — Ax) — 2u(x) Ax? [S(x + Ax) + S(x — Ax) — 25(x)
Ax? 12 Ax?

gla + Az)u(x + Az) + g(o — Az)u(z — Ax) — 2'(](11;)’“(;{:)] +O(Az?)

= S() — g(@)ule)

Obustronnie mnozymy przez Ax*> grupujemy wyrazy

Ax? EA 72 2
1+ : g(x+ Ax) Julz+Az)—2 (1 — ° _I g(z) | u(z)+{ 1+ —_1 gz — Ax) | u(z—Ax)
12 12 12
A2 ﬁ
= (S(x + Ax)+10S(2) + S(z — Az)) + O(Az®)

Podstawowa formuta metody Numerowa
wykorzysta¢ — mozna na podobnie wiele sposobow
tak - jak iloraz centralny drugiej pochodnej:

np. problem brzegowy — z relaksacja

lub jak problem poczatkowy



d2
-+ g(;}:)w — S(;{;) —J; — —471rn
dr

W naszym przyktadzie: g=0, S=-47zrn
Ar?

EGE (Sis1 +10S; + Si_1) + 2f; — fir1 + O(AFY)

Metoda Numerowa wstecz: fig =

Dyskretyzacja bezposrednia: ¢, | — Ap2S; 4 2f; — fiq + O(AFY)

—

- | L cata réznica w sposobie uwzgledniania
b{qd numerov - |W5tedz niejednorodnosci (zrédet)

—

Przy tym samym skoku siatki
btagd Numerowa jest zaniedbywalny w poréwnaniu
z btedem dyskretyzacji bezposrednie;j.

f " btad wstecz
~btad relaksacja

i,f b’fad w przod _

l

S (n) — wzywane trzykrotnie,
Ar=0.1 (n) . Y . Y ,
lecz mozna stablicowac,

[P R R B ztozonosc¢ obliczeniowa nie rosnie
8 12 16 20
r

St
I

f(numeryczne)-f(analityczne)

o
B



Przypominam wynik przy podejsciu
poprzednim:

0.00 T I T T T |

o
o
>

'btad numerov - wstecg

OdU_ 0.04

l’!U merov
btad relaksacja

0.02-

f(numeryczne)-f(analityczne)

btad wstecz
btad relaksacja
0.00 E—eeet—r'— ' —

0 4 8 r 12 16 20

f(numeryczne)-f(analityczne)

Btad jest podobnego pochodzenia (humeryczne<>analityczne) i podobnego

charakteru (liniowy z r) ale znacznie mniejszy
(btad popetniony przez Numerowa w obszarze gdzie n nie znika — znacznie mniejszy)



Nie kazde réwnanie rézniczkowe zwyczajne mozna rozwigza¢ metodg Numerowa,

ale kazde mozna w sposdb scisty

-\ NS

sprowadzi¢ do uktadu rownan pierwszego rzedu np:

d 2 u ( ;I.‘) .
w_
dv
dv
do S(x) — g(x)u(x)

Rozwigzywac takie uktady réwnan juz potrafimy

rozwigzujemy wstecz: f(duze x)=-1, df/dx(duze x)=0



Réwnanie drugiego rzedu a uktad rownan pierwszego rzedu : doktadnos¢

0.00 ——— . —
2 [btgd numerov - wstecz
> 0.00 <~ -
%-uoo b} d relaksacja — centralny iloraz réznicowy drugiej pochodnej
S -0.00]- blad Euler Euler: dyskretyzacja pierwszej pochodnej
N R po sprowadzeniu rownania drugiego rzedu

0 4 8 12 16 20 , , , .
do uktadu dwdch rownan rzedu pierwszego

catkowany wstecz

Euler O(Ax?)

metoda z centralnym iloraz réznicowy drugiej pochodnej O(Ax?)
Numerow O(Ax®)

Redukcja rzedu réwnania przez sprowadzenie
do uktadu réwnan pierwszego rzedu ma swojg cene.



f(analityczne)-f(numeryczne)

Jak spisuje sie RK2 ?

0007717
Euler O(Ax?)

btad numerov - wstecz  RrRk2 0(A%})
Dyskretyzacja drugiej pochodnej
dyskretyzacja O(Ax%)

Rszrugiej pochodnej_ Numerow O(Ax®)

©
o
o

1
o
o
o

1
<
o
o

1
<
o
o

_OOO 1 | 1 | 1 | 1 | 1 —

Znacznie lepiej niz Euler, ale wcigz gorzej niz dyskretyzacja drugiej
pochodne;j.



f(analityczne)-f(numeryczne)

RK4: O(AX5)

e
o
o

o
o
o

RK2

o
o
o

btad Euler

S

o

o
I

dyskretyzacja
drugiej pochodnej

Ar=0.1

-0.00 ! | . |
0

Nieco stabsza od Numerowa, gdy
wzigé poprawke na wzywanie

12

16

20

0.00

o
o
o

-0.00

flanalityczne)-f(numeryczne)
=
o
o

-0.00

prawej strony w punktach posrednich:

Numerow O(Ax®)

mAavaAIA

[aYdrda)

| [ T I
RK4
numerov
Ar=0.1 |

| | | | | | |

4 8 12 16

0.00 ,
§ 0.00 -
< IRK4 Ar=0.2
% 0.00
3 RK4 Ar=0.1
= 0.00F
= ﬁ\lumerov Ar=0.1

-0.00 it —L—

0 2 4 §)




Przyktad byt nietypowy:

dla prawego brzegu: moglismy zadac
w sposob dokfadny (analitycznie i numerycznie)
wartos¢ rozwigzania w kroku ostatnim i przedostatnim.

W praktyce:

rzadko tak jest: rozwigzujgc problem brzegowy
metodami dla problemu poczgtkowego

— musimy wyznaczy¢ wartos¢ w punkcie
sgsiednim do brzegowego) — metoda strzatow




metoda strzatow dla dwupunktowych problemow brzegowych
(zastosowanie metod do problemu poczatkowego)

... rozwigzanie problemu brzegowego przy pomocy metod dedykowanych
do zagadnienia poczatkowego

istota metody: parametryzacja rozwigzan przy pomocy
dodatkowego wb na jednym z koncow
+ wybor parametru, ktéry daje spetnienie prawego wb.



rozwazmy 2-punktowy nieliniowy problem brzegowy drugiego rzedu

ula) = A
// /

u'(x) = flr,u,u') | a<x<b

stowarzyszony problem poczatkowy:

yi(fl?) = ya2(x)
yo(xz) = flz,y1,92) y2(a) =

w metodzie strzatéw kluczowa zaleznos$élod swobodnego parametru o

yr(x) = yr(2: o)

rozwigzywac bedziemy problem poczatkowy szukajgc takiej wartosci parametru swobodnego aby

y,(b;c)=B problem sprowadza sie do rozwigzania
nieliniowego réwnania na o




metoda strzatow

A

o2 )

y=A

na rysunku: musimy trafi¢ z pochodng w x=a tak aby
na koncu nasz ,pocisk” trafit w y=B (stad nazwa metody)

v

X=a X:b

y,(b;a) zalezy w sposéb ciggty od a.

tutaj: al za duza

o2 zbyt mata

y2 ()
Sz, y1.2)

= A

— X



metoda strzatow

A

y(b,a) ©

o=a2 o=(al+a2)/2 o=al

mozna rozwigza¢ bisekcja: wyliczy¢ y,(b;(al+a2)/2)
i zawezié przedziat poszukiwania zera

konczymy gdy przedziat wystarczajgco zawezony

v



metoda strzatow -

y(b,a)
od bisekcja lepsza metoda siecznych
zaktadamy, ze y(b,a) jest liniowa
B w okolicy al,a2 prowadzimy interpolacje :
& — (9 o — (1
b,a) = y(b, o) —— b, cvp) ———
y(b.) = y(b o) =2 4 y(b.ar)
o=0.2 o=03 o=ol

B powinno znajdowac sie w
asy(b; ) — aqy(b; az) + B(ap — as)
y(b; 1) — y(b; az)

g3 = (X 1=

koiczymy np., gdy |y(b,o;) —B| <e

mozliwe uzycie zamiast prostej: wielomianu interpolacyjnego stopnia 2



metoda strzatow z iteracjg -
Newtopa

ylV

oa=0o.2 o=o1

v

mozna metodg Newtona
y1(b;at) — B
Ay1 (b;at)

OaM

e

potrzebna pochodna po a
jak wyznaczyc:

p+1

Q0 — o




zbieznos¢ Newtona / siecznych

zbieznos¢ Newtona (zazwyczaj):
2
Qi1 — Os| < Clay, — gl v — 00,

kwadratowa, ale wykonanie kazdego kroku
wymaga rozwigzania dodatkowego problemu poczatkowego

zbieznos¢ siecznych:

1.5
Oy 41 _Qfoo| g O!C‘fu_aoo ) VvV — 00,
wolniejsza ale tansza iteracja
bisekcja:

1 wolniejsza,

Q41 — aoo| < C ‘Q{U — Qg ale nie tansza od siecznych

sensowne uzycie, gdy nierdzniczkowalna
zaleznos¢ od parametru swobodnego



metoda strzatow z iteracjg
Newtona

R L (e e -
“ooTa Dy (o)
dak T~ wyznaczyé
@) = 1) yi(a) = A
Yo () :\ f(x,y1,2) y2(a) = «

AN
\ rézniczkujemy po a \

\

1 (7;00) = ! (22 ) 7:%\21(61)20

dodz? da”” T da
nazywamy:

d d d dys
do deO(x o) = d_f(x Y1, Y2) 29 = E ,3’2(&.) =1
df df dy | df dyp _df df _df
do dy; do dys do do = A1 dy ~2 dyo




metoda strzatow z iteracjg

Newtona
Od“—i_l — oM yl(b7 Odu) - B
R oy1 (b;at)
dak wyznaczyc¢
(2) = — A
yi(x) = wya(x) vi(a) =
/ _
y2(x) = f(z,y1,92) y2(a) = «
\
\ rézniczkujemy po o Ay
1 = 75—
d d (2:0) = d ;) do
dadz’ U Y T gpdhe
d d d
i — :l_f_|_:2_f dljg
iiw(l’: a) = iy (@, y1, y2) da din dys g = ——
dodr™ do™ > 7 77 do
d o o stowarzyszony
d—,:’l(:lj‘ a) = ,:’_(:If Oc‘) ~1 (Cl) =0 problem poczatkowy
& do rozwigzania w funkgc;ji x
d (ff (ff z,(x=b,0) da nam
—un(ra) = 21— + 20— N 1 mianownik do metody
dx din dyo ”2(&) — Newtona




przyktad: pret w imadle (clamped elastica)

pret jednostkowej dtugosci jest zamocowany sztywno pod zadanym kagtem w imadle
ktdre zaciskajg sie z obcigzeniem P.

0(s)=? s-wspodtrzedna potozenia wzdtuz preta
dla preta jednostkowej dtugosci 0<s<1

znamy kat 6(0)=p, 0(1)=- B, Z warunkdéw symetrii: 6(1/2)=0

z teorii elastycznosci: d?6 i e
o2 + P Sln(é’) = 0 (problem nieliniowy)

poszukujemy: 1) ksztattu preta i co za tym idzie 2) rozstawienia szczek imadta

przygotujmy problem do metody strzatow z metodg Newtona: réwnanie nieliniowe

y = 0 fGwnania y’l = s do rozwiazania:
y2 = 0 S ys = —Psin(y;) y1(1/2,c) =0
Z Wp
zadane — 9 (0; ) = B e RN T y1(1/2; o)
B Ay N
parametr do — Y2 (0; O‘") = ole (1/2-’ a )

wyznaczenia



przygotujmy problem do metody strzatéw z metodg Newtona:

il = e A (Q(}f\ — Q
PR o y1(1/2,a) =0
Yy, = —Psin(y;) y2(0;a) = «
oY1 .
Fa (1/2;00)
L= Oy
1T da =7 da ,
pochodna problemu poczgtkowego po a /
zo = —Pcos(y1)z
z1(0;a) = 0
z9(0;0) = 1
kolejnos¢ dziatan:
. M 1)  rozwigzujemy problem na y: licznik
au—l—l — CE;JJ . y1(1/27 @ ) 2) do wyliczenia mianownika

. rozwigzujemy problem na z:
1 (1/29 Oéu)

[z,” wykorzystuje policzone w 1) y, ]
3)  znajdujemy poprawione o




zacisniety pret B=mn/4, na starcie pochodna kata 6 po s: a=1, P=10,
obydwa problemy poczatkowe rozwigzane jawnym schematem Eulera z ds=0.5/100

ksztatt preta

10— o=1 nie spetnia warunku brzegowego w potowie preta
,Ztamany” pret
0.8+
] 0.4
@ 0.6
0.3
| Z 02-
0.4+
0.1
0.2 ) l ) l 1 l 1 OO

0.0 041 0.2

s \/

= cos(0(u

[]

0.2

X (s)

y(s) = /Oﬁsin(ﬂ(u))du

0.3

0.4



zacisniety pret B=mn/4, na starcie pochodna kata 6 po s: a=1, P=10,
problemy wtasne rozwigzane jawnym schematem Eulera z ds=0.5/100

10— o=1 nie spetnia warunku brzegowego w potowie preta
,Ztamany” pret
0.8+
] 0.4+ 0.4
o 0.6- 0ol ksztatt preta
| Z 02-
0.4+
0.1
0.2 U B L L 0'00.0 Y 0!3878 0401 02 I
00 01 02 03 04 05 x©) x©)
s /
\ S
x(s) = / cos(f(u))du
0



iteracja Newtona

0.8+
o 0(12,a) 06
1 1.000000 0.3970441 0.4
2 -0.8177086E-01 0.1302912E-01 @
0.2
3-0.1195772 0.1138412E-04
4-0.1196103 0.8602074E-11 0.0
5-0.1196103 -0.3694961E-15 02-
-U. — 1 T T T T T 1 ' 1
6-0.1196103 -0.4510281E-16 00 01 02 05 04 05
7-0.1196103 0.6591949E-16
r(s) = /[] cos(f(u))du
y(s) = [ sin(0(u))du
0.3 Jo
znalezlismy wartos¢ parametru 0
o ktéra daje .
wiasciwy ksztatt preta s 27
x 0.1
mozemy teraz sobie odlegtos¢ o]
miedzy szczekami wyliczy¢ o

x(s)



b) metoda roznic skoriczonych

nadal problem nieliniowy 2-go rzedu

z warunkiem Dirichleta

”LLN(CL‘) — f(:lj‘, U, ”LL,)

a<x<b

przedziat (a,b) dzielimy na siatke, powiedzmy o statym kroku:

B b—a

A
TTTN

punkty siatki:
r; = a+ Axr,

i=01,...N

u(a) = A

u(b) =B

w metodzie strzatéw
uzywamy metod dla
problemu poczatkowego,
mozemy sobie pozwolié
na adaptacje kroku itd.

- w MRS raczej nie.

A
&)
@10 ||
] 09 '\\' o '/0/ \0\‘\‘
-
y(x) \. B
X b=x\

a=X,




............... Mavdlaa s eer=h A2 Rarevi TR — mraislmrs memimslamnviv emmevverdsrmmy dm allaahmfeameerm
Ld)Lqpuy.:llly pocnoane iiorazaimi roZniCOWymi — prooiem rozniCZKoOwy sprowaazony ao aigeoiraicznego
. L > (Ax)* dFulx
wykorzystujemy rozwiniecie Taylora: 'u.(:r 4 Ax) _ Z ( ) (k )
2R dr
du ACEQ d2u ACI;’S dS’u, /pamietamy,ie cata
u(z +Az) = u()+ Az + 7+ 3+ ..+ e
d(E 2 d.’]; 6 daj wyrazeniem z k-tg pochodna
P 2 2 s 3 policzong gdzie$ w
'U;(:E — AZC) — ( ) Ax du A'L d u L A‘L d U _I_ przedziale (x,x+Ax)

d'r 2 dx? 6 dx3

u(x + Az) —u(x) Ax
u'(x) = Ar T uﬂ(f) dwupunktowy przedni i wsteczny
‘ iloraz roznicowy pochodne;j
(widzimy, ze bedg doktadne
/ . u(aj) B u(ac B Aaj) Ax /1 dla wielomiandw stopnia 1)
(@) = BEEE 20 Sy

odjac¢ stronami r.T. (iloraz centralny, tréjpunktowy)

o () = u(w + A:}:)Q; u(r — Ax) AE;I:Q W)
x

\

Xi—q T Xit+1



b) metoda roznic skoriczonych

PN A du | Ax? d?u | Ax? d3u . Azt d*u
U\ —Ar) = u\x) Tuwa al 9 dp2 ol 6 dr3 T 24 dypt

A A du  Ax? d?u A3 dPu Ax? d*u
ulw = Bw) = ule) - Ar ot oS T e uE T oA T

|
_]_ooo

iloraz centralny drugiej pochodnej:

u(x + Ax) + u(x — Ax) — 2u(x) Ax?

A2 = u"(2) A 5 u'(€)

ilorazy, ktore poznalismy wystarczg aby rozwigzaé problem modelowy:
44 /
uw'(x) = f(z,u,u)

... lecz pozostanmy jeszcze chwile przy ilorazach



Wyzszy iloraz réznicowy pierwszej pochodnej — wykorzystaé wiecej punktéw

'Z.z‘_-(;If — AI) — 'Z.L(;If) + Ax

ulr — Az) = u(r) — Arv—

du  Ax?d?u  Ax® dh (1)
: + O(Ag*
dx 2 dx? - G d;:z’:'-‘" O(Az”)
)
A /,._) _) . A _ N
fju re du 2 dPu oA
dx

2 d;I-’Q §) d;’IJ‘

(1) minus (2) — zachowujemy wyrazenie z trzecig pochodng

uw(x + Ax) —u(x — Ax) = 2Ax

1
u(x + 2Aa )—zzlz)+2A1£
dx
u(r — 2Ax) = u(x )—ZAI@
)= U dx

(4) minus (5)

du A.-Ifg Py :
: + O [A;If") 3)

(Z,If 3 dx
. Ax? d?u | 83;@3 Q”zf oA a)
2 da? 6 dx’ \ J
Ao oy
du 8 Ldu (6)

u(x + 2Ax) — u(x — 2Ax) = 4Ax— + - Az — + O(Az”)

dv 3 da:



(3)

Wyrzucamy trzecig pochodng (6) minus 8 razy (3)
d
u(r+2Ax)—u(r—2A07)—8u(r+Ar)+8u(r—Axr) = —12ATd—u +O(A2”)
X
du 1

(Su(x 4+ Ax) —8u(x — Ax) +u(r —2Ax) —u(x +2A2)) + O(Ax?)

£ moan

dx - 12Ax

wyzsza doktadnos¢ — informacje z kolejnych sgsiadow u(x)



Analiza btedu ilorazu du/dx dla jednomianéw u(x)=x* czyli co oznacza O(Ax") ?

oznacza: CA:L‘NU(N_'_I) (f) wyprowadzone
C=1/2 /\ c=1/6
u(r + Ar) —u(w) + O(Ax) u(@ + A”); I‘E(‘r —A4z) | O(Az?) (8u(x+ Ax) = 8u(x — Ax) + u(r —2Ax)
ux) | u’(x) Ax “o — u(x + 2A2))/(12A2) + O(AzY)
(btad na czerwono)
X 1 1 1 1
x? 2x 2x+/x 2x 2X
x3 3x? 3x2+3xAx+Ax? 3x%+ Ax? 3x?
x4 4x3 4x3+6§° Ax+4Ax AP+ Ax° 4xF+4xNx? 4
x° 5x* bx*+10x3 Ax+10x? Ax?+5x Ax3+Ax* 5x4+10x° Ax? +Ax? 5x4-4./x%

domyslamy sie, ze C=-1/30

O(AxN) nie tylko podaje rzad zbieznosci ilorazu do wartosci dokfadnej z Ax,
lecz rowniez oznacza, ze iloraz jest doktadny dla rézniczkowania wielomiandw rzedu N.

Metoda elementdw skoriczonych = rozwiqzanie lokalne dane
przez wielomianowe funkcje ksztattu. Liczenie analityczne pochodnych
ktopotliwe, ale zbedne jesli dobrac odpowiedni iloraz.



Przyktad:
u(x)=exp(-x?)sin(2mx)

I ULIITVUUITIAd UUNIGQUIiId | |U|C|LY UId UA
6 ' | b |
— O(dX)
4 0 ()
0 (™
— doktadna




Zbieznos¢ wartosci pochodnej wyliczonej z ilorazu réznicowego do wartosci doktadnej z dx—0.

300

— O(dX)

0 (@

0 (%
doktadna




mamy doktadny wzdér na pochodng!

lu | | | . . _ .
g — (Su(z+ Azx) —8u(x — Az) +u(x —2Az) —u(x+2Az)) + O(Az?)
dr  12Ax _

£ moan

moze wykorzystaé wielopunktowy iloraz réoznicowy do rozwigzania
problemu Cauchy ?

i\

un+4) =8u(n+3) —8u(n+ 1) +u(n) — 12Azxf(n + 2)

_ 4 Q.3 . p(1)=0
p(()=2"—82"4+8z—1 o'(1)=c(1)=0 B
spojny

o(¢) = —122*

zera : z%-823+8z-1 =0: z=+1 (gtéwne), 0.12 (OK.), -1 (stabo stabilny) ,7.87 ®
niestabilny



llorazy drugiej pochodnej

| ) A3 73, (1)
| du Axcdu Az dPuw
"Z.!_.(;I-’ + AI) — "Z.!_.-(;I-’) + Ar— + . 5 + — ; + 0 (Ai(-’ﬂ
dx 2 dx? 6 dx
A 2 72 A 3 3
| - du  Axrdu Az d’u .,
u(r — Ax) = u(x) — Ax— + — 5 — ———— + O(Az) 2)
dx 2 dx 6 dx

(1) plus (2) tréjpunktowy iloraz drugiej pochodnej [pojawit sie juz wczesniej]

d*u B u(r + Az) — 2u(z) + u(z — Ax)
dx? Az?

+ O(Az?)



lloraz drugiej pochodnej O(Ax#)
Rozpisujemy do Ax® bo bedziemy musieli wydzieli¢ przez Ax?

W(r2AT) = u(z) 200 du N AA? d*u N SAx? d*u N 16AzY d*u N 32Ax° d°u
N dx 2 da? 6 da3 24 da* 120 dad
du 4AAX? d*u S8AX? dPu  16Ax* d*u  32Ax° d°u

(r—2A2) = u(xr)—2A — — Ar®
u(@ v) = u(w) xder 2 da? 6 alar;3Jr 24 da? 120 d:r:5+o( z”)

+O(Az%)

du A2 d*u Az Pu Az d*u Az° dPu

w(e+Ar) = u(w)+Ar——-+ 5+ ;+ + +0(Az"
et Ae) = w AT = e T e T 2 det 120 4 O A
du Ax®d?uv AzddPu Ax*d*u Az® dPu .
—Ax) = ulx)—A: — _ O(A2
u(z v) = ul) Eda?+ 2 da? 6 dil?3+ 24 dxt 120 dx5+ (Az?)

Zadanie: zlikwidowa¢ piatg, czwartg i trzecig pochodna. Pigtg i trzecig wyrzucimy dodajgc wzory parami
SAZ? d*u  32Ax* d*u
2 da? * 24 dx*
2Ax* d*u 2Ax* d*u
2 dr? " 24 dxt

+ O(A2%)

u(r + 2Ax) +u(x — 2Ax) = 2u(x) +

+ O(Ax")

w(x + Ax) +u(r — Ax) = 2u(x) +

Drugg sume przemnozy¢ przez 16, odjac od tego pierwszg, wyliczy¢ drugg pochodng, wynik:

d*u 16u(x + Az) 4+ 16u(x — Av) — u(w + 2Ar) — u(z — 2Az) — 30u(x)
dz? 12Ax22 ,

—J—O[A:ﬁ)



Wyzsze ilorazy drugiej pochodnej cd.

@ — b % coulx + nAz) + O(Az?N)

da?  Az? "
N o Ci1 Ct9 Ci3 C4q Cir Ci6
1 -2 1

> | 5/2 | 43 | 1/12

31 49/18 | 3/2 | -2/20 | 1/90

2| 205/72 | 8/5 | -1/5 | 8/315 | -1/560

5 | -5269/1800 | 5/3 | -5/21 | 5/126 | -5/1008 | 1/3150

6 [ -5369/1800 | 12/7 | -15/56 | 10/189 | -1/112 | 2/1925 | -1/16632




ilorazy na nierdwnomiernej siatce

lloraz réznicowy pochodnej dla nieréwne;j siatki:
Tutaj duzo sie dzieje
® Al ® Ap ® (gestsza siatka przydataby sie)

— I

du  Ap*d*u  Ap®dPu . i
u(x + Ap) = u(x) + Ap— O(Ap*
u(z + Ap) = ulz) + pd:z: i 2 dx? 6 dx? +0ar)

du AP v AP dPu

w(le — Al) = u(z) — Al— . O(AP)
u(a ) = u(z) dx + 2 da? 6 da3 + O

kazdy z tych wzoréw wygeneruje nam
iloraz pochodnej rzedu O(Ax)

~atunieyiele
(rzadsza
siatka wystarczy)

na siatce rdwnomiernej potrafilismy wygenerowac
iloraz O(Ax?) korzystajac z obydwu sgsiadéw
= wycinali$my wyrazenie z u”’(x) odejmujac stronami przydatne rowniez:

teraz sie nie uda! 2 iwigcej D
brzegi nieregularne




lloraz réznicowy drugiej pochodnej dla nierdwnej siatki:

du  Ap*d*u  Ap®dPu
wlx + Ap) = u(z) + Ap—
u(z + Ap) = ulz) + pd:z: i 2 dx? i 6 dx?

+o(aph XAl

du AP v AP Pu
u(rx — Al) = u(x) — Al— —
u(a ) = ulz) dx + 2 da? 6 da?

L0 XAp

dodac: d*u 211(3: — ADAp + u(z + Ap)AL — (Ap + Al)u(x)

O(Al — A
2 AIAP(AL+ Ap) +0( P)
e

tracimy jeden rzad
dokfadnosci w poréwnaniu
z siatkg rownomierna

Wzér tréojpunktowy

Metoda rdznic skoriczonych dziata najkorzystniej na rwnomiernej siatce.

Zazwyczaj nie sta¢ nas (i nie tylko nas) na rownomierng siatke w 3D.
Czesto wyklucza to MRS w realnych zastosowaniach.



wracamy do metody RS

() = f (w0

h—a
Axr = -
TN

r, =a+Axt, 1=0,1,...N

problem algebraiczny:

Ujp1 + Ui—1 — 2u;

Ax?

U; — U; —
— f(ﬂ;‘?,’ uzj Z+l 1—1 )

2Ax

u,=A, u,=B

problem jest zbyt ogdlny dla rozwazan wstepnych,
zawezmy uwage do problemu liniowego:

dla i=1,...,N-1

u'(x) = —p(x)u'(z) — g(x)u(x) + r(x)



wersja zdyskretyzowana:

Wi+l + Ui—1 — 2U; Uit1 — Uj—1 o
A2 + pi N +qu; —1; =0

rownanie rozniczkowe

Lu(z) =0

ﬁAxui =0 jego przyblizenie algebraiczne

btad dyskretyzacji metody réznic skoriczonych w punkcie X; (przypomnienie definicji dla RRZ)

T, — EALE’UJ(QZ'Z)

btad dyskretyzacji w przypadku réwnania liniowego:

(@) Fu(xio1) — 2u(xy) w(xziyr) —u(z; 1)
T = A2 + Di I + qiu(x;) —r;




szacujemy btad dyskretyzacji

(1) +u(e;—1) — 2u(x;)

Ti = A2 T Pi IN T + qiu(z;) — 7
wiedzac, ze:
wle + Ax) +ulz — Ax) — 2u(x Ax? .
(2 4 ) e — ) “20w) s AT
Ax 12
ulw + Ax) — ulax — Az A
o () = u(e + Ax) — u(a v)  Auw W ()
2Ax §
Ax? Ax?

W (€)+p(as) (U,w ;

Az? uzyliémy ilorazéw

* 12 uw(g)qu(x,;) 6 u(&1) doktadnosci Ax?

btad dyskretyzacji tego samego
rzedu




problem algebraiczny:

Uit1 + Uj—1 — 2Uy +p_’Uwz.+1 — Uj—1 gy — 7 = 0
7 Wy — Ty —
Ax? 2Ax
9 > A 2
biti—; + aju; + c;u;r = Ax*r; ai = —2+qlAx

/ p, = 1 B

dlai=1,...,N-1 [dla i=0,N nie stosujemy réwnania
tylko wb. punkty na brzegu nie spetniajq rr] c; = 1 -

rownanie rozniczkowe liniowe — algebraiczny uktad rownan liniowych

Au=f A
/1 [ uo Ax?ry
b] (18] 1 U1 A(LQ T
Dy ao Co r o5
4 2 2
bN_2 an_2 CN-_2 'ur\; 1 :
bnN—1 an—1 eN-—i o pov Jo
\ 1) \ uN / \ Arry_y /
B

macierz trojprzekatniowa bo centralne ilorazy
rownan: N+1 — pierwsze i ostatnie wymuszajg WB.
mozna pozbyc sie pierwszego i ostatniego réwnania



mozna pozbyc sie pierwszego i ostatniego rownania
b,,;u?;_z- + QUi + Cilj+1 — AQZ'Q’I’?;
i=1

aiuy + cius = Axiry — bl A
i=N-1

2
bN_1un—2 +an—1un—1 = Az“ry_1 —cn-_1B

Ax2ry — b A \
Az
Ax2ry

bnN—2 an—2 CN-2
\ OnN—1 an-—1

2
Ar“ry_1 —cny_1B )

najlepiej zamiast np. eliminacji Gaussa zmodyfikowane wg wzoru
rozwigzac problem algorytmem tréjprzekgtniowym



dla n=N-1

Uu=z

Lz=f

21 = i

Z9 = fo— [z

— dekompozycja A=LU
rozwigza¢ Au= > _
? LUu=f zi = Ji— Biziw
[ 1 ] i ar v Up = zn/an
B 1 gy Y2 “in—1 — Tn—1Un
L= Gz 1 U = Up—-1 —
. Op—1
: p -1 Fn—1
Gn 1 Gn .
) B itd..
Yi = G 5n mnozen /dzielen
o = ay, 3n dodawan / odejmowan
/63‘ — bz‘/Oiz‘—l podczas gdy eliminacja Gaussa
n3/3 operacji
o = a; — Bivi—1




Btad globalny dla dwupunktowego problemu brzegowego

A varae Fadcmi Al ba
U vwdl LUSUI UURNIaA

w problemie poczagtkowym = widzielismy akumulacje btedoéw lokalnych,
w ktorej wyniku rzad btedu globalnego byt mniejszy o jeden niz btedu lokalnego

lokalny:=0(dt") (w jednym kroku)
globalny w chwili t := zakumulowany w N krokach, gdzie N=t/dt
O(dt") t/dt daje btgd globalny rzedu O(dt"1)

problem poczgtkowy

kierunek generacji wynikow

Jak Jjest w problemie brzegowym ¢ Czy nastepuje akumulacja btedu od brzegow??

wartosci z wewnatrz obszaru catkowania
wyliczane przy zafiksowanych
wartosciach na obydwu koncach przedziatu

problem brzegowy:

warunki brzegowe przenoszone do wewnatrz
obszaru catkowania.

czy punkt ze srodka jest policzony z gorszg (o jeden rzad doktadnoscig) niz punkt z brzegu ???



Problem akumulacji btedu.
Rzad btedu globalnego w zagadnieniu brzegowym
[ten sam czy nizszy niz bfad lokalny ?] — eksperyment numeryczny

u”’(x)=u, u(0)=0, u(1) — u(x)=sinh(x)/sinh(1), sinh(x)=(exp(x)-exp(-x))/2

4

rachunek na N=2/+1 punktach z Ax=1/N, j=1,9 2 8l
U
©
stosujemy iloraz centralny z btedem lokalnym O(Ax?) © 121
5
o
QO 16}
widzimy, ze btad globalny -
jest réwniez rzedu 2 P
odchylenie = tam gdzie btedy arytmetyki 6 -4 -2 0

whniosek: dla problemu brzegowego (dla zmiennej przestrzennej)
btad globalny jest tego samego rzedu co btad lokalny — nie ma akumulacji btedu dla przestrzennych
stopni swobody (btedy akumulujg sie tylko z t)

wazne dla r.r. czgstkowych z (x oraz t): btedy w t sie akumulujg, w x nie:
wieksza doktadnos$¢ bedzie wymagana dla t niz dla x



mieszany WB (Robina) dla réwnania liniowego

7 ”(”P\ p— —fl’)(’}"\f)l,(’}’j\ — (T(’T‘\’H(’Y‘\ €1 0"’(’}"\
L \W ) P\ )W\ Y\ jWi ) 1 T\ )

!
A

u(a)
u'(b) + Cu(b)

Sy

pochodna z w prawym brzegu: mamy dostepne tylko punkty na lewo od niego:

1) mozemy zastosowaé wsteczng pochodng,

ale — wprowadzimy w ten sposéb btgd O(Ax) do catego rachunku
2) mozemy zastosowac wzor wsteczny z 3-ma punktami,

ale — zaktocimy tréjprzekatniowg strukture problemu
3) wyjscie —fikcyjny punkt u,,, w b+Ax

A A ‘
o o .\\. Yi o ’/‘ .\\.\.
. NePS @
Q/
~_ })
y(x)

B | @

a=x, X b=xy




ula) = A
u'(b) + Cu(b) = B fikcyiny

~

UN4+1 — UN-—1

WB: +Cuy = B
2AT
rownanie na punkt ostatni b v N U CNU _ ALEQT
z punktem fikcyjnym NUN-1 T GNUN T CN N+1 N
fikcyjny punkt eliminowany z WB UNL1 = 2BAx — C2Azun + un_1

do réwnania:

(bny + env)un_1 + (any — 2CeyAx)uy = Az’ry — 2BenAx

2
/ ! \ p. trojp. / Ax’ry — b A \
ar Ax?ry
by as c 2
A — ]2 ”3 (3 f p— AJ" T:ﬂ

b N—-1 dn-—-] CN —1 \ A 9 )
N-1 N-1 A TirN — QB(TNA:I? )
\ 2 an — 2AxzCc, / /



[ 1
(5]
b-’g

&5
ao

bn—1

anN-—1
2

CN—1

anN — QAIL' CC.‘-.,;. /

p. trojp.

/ Axiry — b A \
A 2
ATy

Ax?rs

2
\ Ax“ry — 2BeyAx )

uwaga: dla Dirichleta — modyfikujemy prawg strone (tzw. naturalny wb)
: dla Neumanna i Robina— modyfikujemy macierz A (tzw. istotny wb)



problem algebraiczny z dyskretyzacji rownania nieliniowego
1’ I\

w(w) = f(2, u,u)

uktad rownan nieliniowych:

U; — U —
2 . 1+1 1—1
F,;(ll) = Uj—1 — Q’U,@ + Us+1 — Ax f(:l?,, Wj ) =0
20z
metoda Newtona dla uktadu réwnan: Fu(u') (u(ﬂfﬂ) — u(ﬂ)) = —F(u®)
- OF R OF, -
o o T o
OF,  OF% OF
Fu _ ou1 ou2 T Oun
81:_‘3\; SI;TN 8F.1N
- OJugq Ouo U oun -
OF; _ (12208 s (o aa2P s, 4 (122905
— _— il _ S re — . - — i1
Ou; 2 ou ) T P u) 2 ou' ) "
\ funkcja i pochodn/
liczone w m m

po Wip1 — ui—l)

(@i, i 2Ax



Fu(u(ﬂ»)) (u(ﬂﬂ-l) L u(,{t)) — _F(u(’u,))

aF‘i — (1 -+ — 8j ) 53':‘7'4_1 —|— (—2 — A.’Ezg—f) 5?2:3' + (1 — %G_JL) 61:3'—1

ou 2 ou ou 2 ou’
‘ 0 It w kazdej
(5 — U . ..
ct = (1 _ &ﬁ(gj“ ul’, it i )) — |~ iteracji Newtona
IL ‘ IL 7 s
2 ou 2Ax uktad réwnan z
macierzg
tréjprzekatniowg
‘ 122 H . .
o 5 L A2 df o Wiy — U;_q do rozwigzania
a, = — + Ax ;_(xzaui 3 )
ou 2Ax

Ax O ult', . —ultt
b — (14 2EOL g B~
2 ou’ 2Ax




Przyktad: - problem preta w imadle: zmieniamy oznaczenia s —x, 0—>u

d2
gfz = f(z,u,u') = —Psin(u)

u(0) = —u(l) = B, u(1/2) =0

u—na siatce od 0 do %

Wiy — Uj_
2 p 1+1 1—1
wzory ogolne: Fi(u) = uj—1 — 2u; + uip1 — Az~ f 2y, uy, N ) =0

Fu(u(ﬂ-)) (u(,u.—l-l) o u('u.)) _ —F(u(“))

oo ;’f , l|'.'
(J.;. — 1 — E ()f ((I Il.u ”H—.l. T “"i—l ) 1
K 2 ou 2Ax
p 2 Of o Wit — Ui al' = =2+ PAx? cos(u;)
al =— 2+ Ax T(*}:.i,-_,-'a_;.?g._ oA -) i L COS\U;
ou T




Przyktad: - problem preta w imadle

\Ahrnilss
VVYITINI

0.8 =— . . . .

druga iteracja

trzecia iteracja

u=6 04 [

start

0.2

OO 1 | 1 | 1 | 1 | 1

0.5



Przyktad: - problem preta w imadle

Wyniki

120 T T T T T T T T T

4.0 \ \/\ ﬁ J '

| druga iteracjs .

00 1 | 1 | 1 m
0.0 0.1 0.2 0.3 X_SO.4 0.5

trzecia iteracja

u=0

1.0

0.8

0.0

druga iteracja

trzecia iteracja

czwarta = bez zmian

0.0

0.1 02 03
X=S

0.4

0.5



